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-j—^ieu a cree les nombres, le reste est l’oeuvre de l’homme. 

■y ^’enseignement est un habit tout fait et pas un habit sur mesure. 

S i l’esprit d’un homme s’egare, faites-lui etudier les mathematiques car dans les demonstrations, 
pour peu qu’il s’ecarte, il sera oblige de recommencer. 

P our l’enseignant il ne s’agit pas d’aimer ou de detester, il s’agit avant tout de ne pas se tromper. 
[Andre Levy] 

O N n’enseigne pas ce que l’on sait ou ce que l’on croit savoir : on n’enseigne et on ne peut enseigner 
que ce que l’on est. 

Q Uand une societe ne peut pas enseigner, c’est que cette societe ne peut pas s’enseigner. [Charles 
Peguy] 

L a science, c’est ce que le pere enseigne a son fils. La technologie, c’est ce que le fils enseigne a son 
papa. [Michel Serres] 

U Ne societe qui n’airne pas ses enseignants est une societe qui n’a pas compris le defi de la rnondia- 
lisation de dernain. [Valerie Pecresse] 

I L y a des sciences bonnes dont l’existence est necessaire et dont la culture est inutile. Telles sont les 
mathematiques. [Joseph Joubert] 

j- ^Es mathematiques sont une gymnastique de l’esprit et une preparation a la philosophie. [Isocrate] 

L a musique est une mathematique sonore, la mathematique une musique silencieuse. [Edouard Her- 
riot] 

D ieu n’est pas l’eternite, il n’est pas l’infini, mais il est eternel et infini. Il n’est ni la duree ni l’espace ; 
mais il a existe de tout temps et sa presence est partout. [Isaac Newton] 

j A vie n’est belle qu’a etudier et a enseigner les mathematiques. 
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de sa naissance (5 aout 1802). D’un mon- 
tant annuel de 625000 euros, il concur- 
rence ainsi la medaille Fields, d’origine 
canadienne, accordee tous les quatre ans. 
Le premier prix a ete decerne le 3 avril 
2003 au mathematicien frangais Jean- 
Pierre Serre.) 




mharfaoui04@yahoo.fr 


5 


Elemnents sous droits d’auteur 


Table des matieres 


Dr M.Harfaoui 


mharfaoui04@yahoo.fr 


6 


Elemnents sous droits d’auteur 


CHAPITRE 


1 

Suites et series de fonctions 


1.1 Suites de fonctions et proprietes 


1.1.1 Definitions et notations 


On a deja remar que qu’un nornbre peut 
s’exprimer cprnrne la limite d’une suite ou 
comrne la somrne d’une serie. II est done na- 
turel d’etudier la representation de certaines 
fonctios comrne limite d’une suite de fonc- 


tions ou somme d’une serie de fonctions, et 
une question fondamentale est alors P etude des 
proprietes de ces fonvetions limites ou de ces 
fonctions sommes : continuites, derivabilites, 
integrabilite etc... 


Essayons d’interpreter la difference entre la conver- 
gence simple et la convergence uniforme sur le des- 
sin suivant on a represente en haut la suite de fonc- 
tions 

f n (x) = nx n ( 1 - x), 

et en bas 

9n{x) = \fnx n (\ - x). 

Pour trois valeurs de n differentes (en noir, n = 5, 
en bleu, n = 25, en rnarron n = 50). 

La bosse correspond a || f n — f ||oo-- 



Dans les deux cas, elle se deplace vers 
la gauche, ce qui va entrainer la convergence 


simple : tout point de [0, 1 [ sera a un moment 
donne a gauche de cette bosse, et on aura / n (x) 
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comme g n {x) qui tendront vers 0. En revanche, 
dans le premier cas, la bosse ne s’aplatit pas : 
il n’y aura done pas convergence uniforme. En 


M.Harfaoui 

bas, la bosse s’aplatit, et elle va merne tendre 
vers 0 : cela signifie que la suite g n converge 
uniformement vers 0 . 


Definition 1.1.1 

Soit P une partie de 1R ou de C et P(P, Ht) V ensemble des fonctions numeriques bornees sur 
P. On appelle suite de fonctions toute application : 


qu’on note ( f n )n&J ■ 


( J cNi — >P(P, M) 
1 n — > fn, 


Exemple 1.1. 1.1 

Soit ( f n )n£N la suite de fonctions definies par : 

f n (x ) = nx 2 e~ nx ,n > 0 . 

On a representate les fonctions /cb /i> f 2 , / 5 > /io> / 2 O) /25 et / 50 . Les graphes de ces fonctions sont 
places de haut en bas a partir de f\. 

On remarque que plus n devient grand plus la courbe se deplace vers le bas pour x > 0. Cela signifie 
que la suite de fonctions (/„.) converge simplement vers la fonction nulle. 



Fig. 1.1 - fn(x) = nx 2 e nx 


Avec Maple 


> plot(seq((k * x 2 * exp(—k * x)), k = [0, 1,2, 3, 5, 7, 10]), 
x = t).. infinity, color = [black, red, blue, green})] 
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1.1.2 Convergence des suites de fonctions 

1.1. 2.1 En route vers les definitions. 

1. Etude de la suite de fonctions definies par / n (x) = 1 — x n 
sur ]0,1[ et ]0, ^[. 


1 

0.8 



1- 

0.9- 


0.6 

///A 


0.8- 


0.4 

/ ///§ 


0.7- 


0.2 



0.6- 





0.5- 


O' 

0.2 0.4 0.6 0.8 



0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 


X 



X 

Fig. 1.2 - f n (x) = 1 — x n sur 


Fig. 1.3 - g n {x) = 1 — x n , sur 

[o,i] 


[0,1/2] 


Avec Maple 


> plot(seq( 1 — x k , k = 1..10), x = 0. .99/100, color = [red, black]); 

> plot(seq{ 1 — x k ,k = 1..10),x = 0.. 99/100, color = [red, blue, green, black]); 


(a) Sur ]0,1[, on a : lim f n (x) = 1. 

n >+oo 


Done \fn(x) - f(x) I < £ 
In e 


\X\ < £ 


n > 


lne 
In Ixl 


car |x| < 1, on prend N x>e = 


In \x\ 


(partie entiere) qu’on ne peut pas minorer d’une maniere independante de x. On 


dit que la suite ( f n ) n converge simplement vers la fonction / definie par : /(x) = 1. 


(b) Sur ]0, -[, on a : lim f n (x) = 1. 

Z n — >+oo 


Done | f n (x) - fix ) | < e 


\x\ n < £ 


In £ . . 1 1 , 

n > - — ; — , car x < rnais \x\ > - done 
" 11 2 ’ 11 2 


. . . n lne lne , 

in \x\ > — m2 et - — : — - > — - — , on prend iv £ = 
In x m2 


In \x 
lne 
ln2 


qui ne depend pas de x . 


On dit que la suite ( f n ) n converge uniformement vers la fonction / definie par : /(x) = 1. 


2. Etude de la suite de fonctions definies par / n (x) = x n , sur ]0, 1[ et ]0, -[. 
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Avec Maple 


> plot(seq(x k , k = 1..15), x = 0..1/2, 
color = [red, black, green, green, green, black, red, red, blue])] 


1.1. 2. 2 Representation de quelques fonctions. 


1. Etude de la suite f n (x ) = n 1 2 xe nx ,x > 0, (fig :4.3). On a lim f n (x) = f(x) = 0. 

n — >+oo 


Avec Maple 

> plot(seq((k 2 * x * exp(—k * x)), k = 1..10), 
x = 0 ..inf inity, color = [black, red, blue, green])] 


On remarque que lim sup | f n (x) — f(x) \ = +oo. On dit ici que la convergence n’est pas 
n >+°°xGl 

uniforme. 

2. Etude de la suite f n {x) = n 2 x 2 e~ nx ,x > 0, (fig :4.4). On a lim f n (x) = f(x) = 0. 

n — >+oo 


Avec Maple 

> plot(seq((k 2 * x 2 * exp(—k * x)),k = 1..10), 
x = 0.. inf inity, color = [black, red, blue, green])] 


On remarque que 
forme. 


lim sup | f n (x) - f(x)\ 

n ’+oo x£l 


On dit ici que la convergence n’est pas uni- 
e z 
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3. Etude de la suite f n (x) = nx 2 e nx ,x > 0, (fig :4.5). 
On a : lim f n (%) = f(%) = 0- 

n >+oo 



Fig. 1.8 - g n (x) 


nx 2 e nx ; n = 0,1, 2, 5, 10, 12, 20, 25, en haut n=25, en bas n=0 


Avec Maple 

> plot(seq((k * x 2 * exp(—k * x)), k = 1..15), 
x = 0 ..infinity, color = [black, red, blue, green])-, 

On remarque que lim sup | f n (x) — f(x) \ = 0. On dit ici que la convergence est uniforme. 

n *+oo xeI 
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Definition 1.1.2 

On dit que la suite ( f n ) n converge simplement vers une fonction f definie sur I siMx £ I, la 
suite numerique ( f n (x )) converge vers f(x), done : 

Ve > 0,3 N Xj£ £ N tel que \ f n (x) - f(x)\ < e. 


Remarquer que N XjE depend de x et e. 

Exemple 1.1. 2.1 

Soit (/ n )neN l a suite de fonctions definies par : 

X 

fn(x) = nx 2 sin(— ), n > 1. 
n 

X 

On a f n (x) = 0, si x = 0, et si x / 0, lim f n (x) = lim n.T 2 sin( — ) = x 3 . 

n — >+oo n — >+oo 71 

Done la suite ( f n ) n converge simplement vers la fonction f definie sur R par : f(x) = x 3 . 


1.1. 2. 4 Convergence uniforme des suites de fonctions 


Definition 1.1.3 

On dit que la suite ( f n ) n converge uniformement vers une fonction f definie sur I si : 
lim sup | f n (x) - f(x) |=0. 

n »+oo a;g7 

Done : Ve > 0, 3 N e £ N tel que \ f n (x ) — f(x)\ < e. 


Exemple 1.1. 2. 2 Soit ( f n )neN la suite de fonctions definies par : 

f n {x ) = nx 2 e~ nx ,n > 0 ,et x>0. 

On a lim f n (x ) = 0 ,et \ f n (x) — f(x)\ = nx 2 e~ nx = g(x). Une etude de la fonction g montre 

n — »+oo 

que : 

g 

sup g{x) = sup | f n (x) — /(x) | = — ,et lim sup | f n (x) — f{x) \ = 0, d’oii la convergence uniforme 

x£l X £l n n — >+00 x&I 

sur M+. 

Exercice 1.1.1 

Etudier la convergence de la suite f n (x) = nsin{x/n). 

Cette de fonctions converge simplement vers la fonction / definie par : f(x) = x. 

Etude de la convergence uniforme sur [0,1]. 

Soit g n (x) = | f n (x) - f(x ) | = x - xsin(x/n). 
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Avec Maple 


> plot(x, seq(k * sin(x/k), k = 1..15), x = 0..1, color = [red, blue, blue, black, black, red]); 
> plot(seq(x — k * sin(x/k), k = 1 . .15) , x = 0..1, color = [red, blue, green, black])-, 


On a lim | f n {x n ) - f(x n ) \ = 0. 

n — >+oo 

Done (f n ) converge uniformement vers f(x) = x sur [0, 1]. 


Exercice 1.1.2 

Etudier la convergence de la suite : f n (x) 


n{x z + x)e x 
nx + 1 


sur [0, 1] et [a, 1], pour a > 0. 


1- Convergence simple (On a utilise Maple pour calculer la lirnite simple). 

begincenter begintabular — c — 

Avec Maple 


fn := (n, x)— > (n * (x 1 2 3 + x) * exp(—x)) /(n* x + 1);(1) 
/ := unapply (limit( f n(n, x),n = infinity), x);( 2) 

> plot(f(x), seq(fn(k, x),k = 1..10), x = 0. . 1) ; (3) 


(1) pour ecrire la fonction. 

(2) pour calcuer la lirnite. 

(3) pour representer la suite de fonction et la fonction lirnite. 
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Fig. 1.11 f(x) = ( x 2 + x)e x ,f n = n(x 3 + 
x)e~ x / (nx + 1); n = 1..10 


2. Convergence uniforme 

On a 0 < f(x) - f n {x ) < 


1 


nx + 1 

1. Pour x e [a, 1], 0 < f(x) - f n (x) < 


1 


na + 1 


(majoration independante de x) et 


Done la convergence est uniforme. 


lim = 0. 

— >+oo na + 1 



2. Pour x E [0, 1] ; on prend la suite x n = — , alors 

n 

lim (/(-) - fn{~)) 

n — >+oo n n 




Fig. 1.13 - g n (x) = (x 2 + x)e x 
n(x 3 + x)e~ x /{nx + 1); n = 1..50 
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Fig. 1.14 - g n (x) = ( x * 2 + x)e x — n(x 3 + Fig. 1.15 - g n {x) = ( x 2 + x)e x — n(x 3 + 

x)e~ x / (nx + 1); n = 1..10 x)e~ x / (nx + 1); n = 1..50 


Remarque 1.1.1 

S’il existe une suite ( x n ) n elements de telle que : 

lim | fn(x n ) - f{x n )\ ^ 0, 
n — >+oo 

alors la suite ( f n ) n ne converge pas uniformement vers la fonction f . 
La suite definie par : 

X 

fn(x ) = n sin(— ), n > 0, 
n 

converge uniformement vers f{x) = x sur [0, 1] et pas sur IR car : 

lim I fn(x n ) - f(x n )\ + 0, 

n — >+oo 

avec x n = n. 


1.1.3 Limite uniforme et continuite de la somme 


Theoreme 1.1.1 

Soit ( f n ) n suite de fonctions definies sur un intervalle I , continues en xq (resp. sur I ) conver- 
geant uniformement vers une fonction f . Alors f est continue en xq (resp. sur I. 


Preuve. Soit xo £ I, on a Ve > 0 

3 rj > 0, tel que (x G]x 0 -t],xq + r }( =>• | f n (x) - f n (x 0 ) \ < -). ( continuite de /) 
3 N £ G N tel que | f n (x) — f(x) \ < -.(convergence uniforme) 

O ^ 

3 N £ g N tel que | f n (x o) — /(xo)| < -. (convergence uniforme). 

_ 3 

Done Ve > 0, 3 g > 0, tel que ( xG]xq — rj,x o + r)[=> | f(x) — f(x o)| < e. 
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Remarque 1.1.2 - Ceci veut dire que : lim ( lim f n (x)) = lim ( lim f n {x)). 

n — >+oo x—>xq x — >xq n— »+oo 


1.1.4 Limite uniforme et integrate de la somme 


Question. Si lim f n (x) = f(x) et f n et /sont integrates que peut-on dire de : / ( lim f n (x))dx 
n — »+oo J Q n — >+oo 

r b 

et lim / f n {x)dx2. 

n-^+oc J a 


Theoreme 1.1.2 

Soit (f n ) n suite de fonctions definies continues sur [a, b] convergeant uniformement vers une 
fonction f (continue), alors pour tout x £ [a, b], la suite de fonctions ( F n ) n definie par : 

F n (x) = I f n (t)dt 

J a 

rx 

converge uniformement vers la fonction F{x) = / f(t)dt. 

J a 


Demonstration 

On a Vx £ [a, b], \F n (x) - F(x)\ < f* \ f n [t) - f(t)\ dt < {b - a ) sup \f n (t) - f(t)\ 

tE[a,b] 

d’ou : 0< sup | F n (x) - F(x) \ < (b - a) sup | f n (t) - f{t ) |, 

x£[a,b\ iG[a,6] 

et lim ( sup | f n (t) — /(t)|) = 0, done (F n ) n converge uniformement vers la fonction F. 

n >+00 

Remarque 1.1.3 

px px 

Ceci veut dire que : lim / f n (t)dt = / ( lim f n (t))dt. 

n ^+°° Ja Ja n ^+°° 


1.1.5 Limite uniforme et derivee de la somme 

Question : Si lim f n (x) = f(x) et f n et / sont de classe C 1 que peut-on dire de 

n — >+oo 


( lim fn)\x) et lim f' n (x)l 
n — ^+oo n — >+oo 


Exemple 1. 1.5.1 

Soit la suite definie par f n (x) = \ x 2 H — 

V n z 

1. Convergence simple de ( f n )n- 

On a lim f n (x) = |x| = /( x) d’ou la convergence simple de ( f n ) n vers f. 

n — >+oo 

2. Convergence uniforme de ( f n ) n - 

On a 0< | fn{x) — f(x)\ < —,donc lim sup | f n {x n ) — f{x n )\ = 0, d’ou la convergence uni- 

n n — >+oo xe i 

forme de ( f n ) n vers f. 
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3. Convergence simple de ( f n ) n - 


On a f' n (x) = 


x z + 


{ 0, six = 0 

fi, ■»“ / 0 


Les f n sont derivables mais g nest meme pas continue. Cependant on a le theoreme suivant 
qu’on admettra : 

Soit C 1 (I,]R,) l’espace des fonctions de classe C 1 de I dans IR, I est un intervalle non reduit a un 
point. 


Theoreme 1.1.3 

Soit ( f n )n suite de fonctions de classe C 1 sur un intervalle I telle que : 

1. la suite ( f n ) n converge simplement vers une fonction f definie sur I. 

2. la suite (fn)n converge simplement vers une fonction g definie sur I, et uniformement 
sur tout compact de I. 

Alors : 

- f est de classe C 1 et on a f = g. sur I 

- La siuie de fonctions ( f n ) n converge uniformement tout compact [a, b } de I 


1.1.6 Utilisation de Maple 

Soit la suite de fonctions definie par : f n (x) = \J x 2 + 1/n 2 . 

1. Pour definir la fonction : Ecrire > fn := (n,x)— > ( sqrt(x 2 + (1/n 2 ))); Taper entrer et lae 
resultat est fn := (n,x)— > \J x 2 + 1/n 2 ] 

2. Calcul de la limite. 

Ecrire > / := unapply(limit(fn(n,x),n = infinity),x)\ 

Taper entrer et le resultat est / := x— > \fx 2 

3. Representation graphique. 


Ecrire > plot(f(x), seq(fn(k , x) . k = 1..10), x = 

0 - 1 ); 

Taper entrer et le resultat est 

0.4 

0 



Soit la suite de fonctions definie par :f n (x) = ( kx 2 + k + l)/x. 
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> simplify(f(x,k )); 

> plot(seq(f(x, k), k = — 5. .5), x = —10. .10, y = —10. .10, scaling = constrained ); 


Ecrire > plot(seq(f(x,k),k 
— 10..10,y = —10. .10, scaling 
Taper entrer et le resultat est 



1.2 Series de fonctions 

1.2.1 Definitions et generalites 


Definition 1.2.1 

Soit ( f n )n>n 0 une suite de fonctions definies sur une partie P de 1R ou de C a valeurs dans 
JR ou C. On appelle serie de fonctions de terme general f n , qu’on note E fn (n > no) , la 
suite (S n ) n > no definie sur P par : 

n 

Vx e P : S n (x) = ^2 fk{x), 

k=no 

la suite (S n ) n > no est appelee suite associee a la serie ^2 fn (n > no) ou suite des sommes 
partielles de la serie £/»• 


Exemple 1.2.1.1 ^ 1 — x n , 

de fonctions. 


,2’ Z^ 


^nx 2 e~ nx , 


v-^ sminx) 

' —t 7 T, sont des series 

y ' a + n z 


Z^ 


x A 
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1.2.2 Convergence uniforme des series de fonctions. 


Definition 1.2.2 (convergence simple et uniforme). 

On dit qu’une serie / n (n > rig) converge simplement (uniformement) sur P, vers une 

+oo 

fonction S, qu’on note S f n , si la suite (S n ) n > no converge simplement (uniformement) sur 

n=no 

P, vers la fonction S. 


Exemple 1.2. 2.1 

Soit la serie f n ,definie par : f n (x) = x 2 e~ nx , x G It, n > 0. 

n n n n 

On a : S n (x) = y^fk(x) = S n (x) = ^ x 2 e~ nx = x 2 y^e~ nx = x 2 y^(e~ x ) n . 

k=0 k = 0 k = 0 k = 0 

+oo n 2 

Done S(x) = Y x 2 e~ nx = lim x 2 'y ie~ x ) n = — — . 

' n >+oo ' 1 — c x 

n=no k = 0 


1.2.3 Convergence absolue des series de fonctions. 


Definition 1.2.3 

On dit qu’une serie f n (n > n 0 ) converge absolument, si la serie \f n \ converge simple- 
ment. 


Proposition 1.2.1 

Si y^f n (n > n 0 ) converge absolument, alors la serie \f n \ converge simplement. 


1.2.4 Convergence normale des series de fonctions. 


Definition 1.2.4 

On dit qu’une serie / n (n > ng), definie sur P converge normalement sur P, s’il existe une 

serie numerique u n convergente telle que : 

Vx <E P, \f n (x)\ < u n . 


Exemple 1.2. 4.1 

r „ . ( — l) n sin(nx) , . , 

La sene 9 — 9 (n > 0), est normalement convergente sur IK car : 


Vx e P, 


x 2 + n 2 
(— l) n sin(?rx) 


x 2 + n 2 


< — 
n 


- 7 T, et *y — ^ est une serie numerique convergente (serie de Riemann). 
p n z 


Remarque 1.2.1 

II est preferable de commencer toujours par verifier cette convergence elle est la plus forte. 
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Proposition 1.2.2 


1. Si Y^ / n (n > n o) converge uniformement, alors la serie Y^ f n converge simplement. 

2. Si ^Un > n 0 ) converge normalement, alors la serie Y^ fn converge simplement et 


uniformement. 


Remarque 1.2.2 

La converge uniforme nimplique pas la convergence normale. 


Considerer la serie de fonction de terme general : 



pour x > 0. 


Utiliser le fait que la serie est alternee et la majoration du reste pour montrer la convergence 


uniforme 

1.2.5 Integration et derivation termes a termes 
1.2. 5.1 Integration et convergence uniforme 

Soit C([a, 6],IR) l’espace des fonctions continues de [a,b] dans IR 


Theoreme 1.2.1 

Soit YUn > no) une serie de fonctions definies continues sur [a, b\ convergeant uni- 


+00 

formement vers une fonction S = Y^ fn (continue). Alors 

n=no 



Preuve. Pour la demonstration on applique le theoreme (A-IV) a la suite de fonctions 


n 



k=riQ 


1.2. 5. 2 Derivation et convergence uniforme. 


Soit C 1 (I,1R) l’espace des fonctions de classe C 1 de I dans IR, / est un intervalle non reduit a 
un point. 
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Theoreme 1.2.2 Soit f n une serie de fonctions de classe C 1 sur I telle que : 

1. la serie f n , (n > no) converge simplement sur I vers une fonction S definie par : 


+oo 


V X 6 I S(x ) = ^2 fn ( x ) 


n= 0 


2. la serie f' n (n > n 0 ) converge uniformement sur tout compact [a, 6] de I vers une 
fonction g definie sur I. 

Alors la fonction somme S definie sur I est de classe C 1 sur I et on a : 


+oo 


V x € I S'(x ) =J2f'n( x ) 


n = 0 


Preuve. Pour la demonstration on applique le theoreme (A-V) a la suite de fonction S n : n 

n 

J2fk- 

k=n o 

Remarque 1.2.3 

Dans le cadre de ce theoreme la somme infinie et la derivation commutent. 

+oo +oo 

VxG/ = ^2fn( x ) 

n = 0 n= 0 


Corollaire 1.2. 5.1 

Serie de fonctions de classe C k . 

Soit k G N* soit f n wne serie de fonctions de classe C k sur I telle que : 

1. chaque serie E 1 <3 < k converge simplement sur I , 

2. la serie f k (n > n 0 ) converge uniformement sur tout compact [a, h] de I vers une 
fonction g definie sur I. 

Alors la fonction somme S : I — > M definie sur I par : 

+oo 

Vx£l S(x) = fn(x) 

n — 0 

est de classe C k sur I et on a : 

-\-oo 

V j = 1,2, ..., fc, V xel S® (x) = 

n = 0 
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Corollaire 1.2. 5. 2 

Serie de fonctions de classe C °° . 

Soit k 6 N* soit f n une serie de fonctions de classe C k sur I telle que : 

1. pour tout j E N, la serie E fn \ 1 <j<k converge simplement sur I, 

2. il existe p 6 N*, tel que pour tout k > p, la serie f k converge uniformement sur 
tout compact [a, b] de I. 

Alors la fonction somme S : I — * M definie sur I par : 

+oo 

V X G I S(x) = ^2 fn(x ) 

n= 0 

est de classe C°° sur I et chaque serie E fn\ x ), j G N et on a : 

+oo 

VjGN,VxG/ S U \x) = E/“w 

n= 0 


1.2.6 Utilisation de Maple 


Soit la suite de fonction f n (x) = x n — x n x / 2 3 definie sur [0, 1] pour n > 1. 

1. Montrer que la serie de terrne general f n est convergente. 

2. Calculer la somme S n (x). 

3. La convergence est-elle uniforme. 

Ecrire > fn := (n,x)— > x n -\ — x^n— 1/2))); et taper entrer qui donne fn := (n,x)— > x n —x n ~ 1 ^ 2 -, 
La somme est 

> Sn := (n,x)— > sum(f('k',x)fk' = l..n); et la limite est 

> S := x— > sum(f (' k ' , x ) / k' = 1. .infinity)-, 

qui donne > S(x) : — 1 — 

x — 1 x — 1 


1.3 Au point de vue pratique 

1.3.0. 1 Methodes pour etudier une suite ou serie de fonctions 

1. L’etude d’une suite (ou d’une serie) de fonctions commence le plus souvent par celle de la 
convergence simple. On fixe x et on etudie la suite (ou la serie) numerique associee. 

2. La convergence uniforme d’une suite (f n ) de fonctions est l’etude de la convergence de (f n — f) 
vers 0 dans l’espace vectoriel norrne des fonctions definies sur un intervalle I de M muni de la norrne 
|| . ||oo, ou || . ||oo= max | f{x) \ qui est un espace de Banach. 

x£l 

3. Pour etudier la convergence uniforme d’une suite de fonctions bornees sur I, on peut : 

(a) chercher a majorer |/ n (x) — f(x)\ par un reel a n ne dependant pas de x et tendant vers 0 
lorsque n tend vers l’infini ; 

(b) faire l’etude, n etant fixe, de la fonction f n — f dans le but de determiner || f n — f ||oo ! 

(c) majorer | f n — f\ par une suite de fonctions dont la norrne infinie est plus facile a calculer. 
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4. Pour montrer que la suite de fonctions (f n ) ne converge pas uniformement sur I vers sa lirnite 
simple /, on peut : 

(a) exhiber une suite (x n ) de points de I tels que la suite numerique (f n (x n ) — f(x n )) ne tende 
pas vers 0 ; 

(b) faire l’etude a n fixe de la fonction f n — f dans le but de minorer || f n — f Hoc par un reel 
a n ne dependant pas de x et ne tendant pas vers 0 lorsque n tend vers l’infini. Lorsque les fonctions 
f n — f ne sont pas bornees sur I, ou lorsque la suite de fonctions ne converge pas uniformement sur 
/, on peut chercher a etablir la convergence uniforme sur tout compact de I. 

5. Pour etudier la convergence uniforme d’une serie u n de fonctions bornees sur I : 

(a) si la serie numerique u n (x) verifie, pour tout x, le critere des series alternees, on majore 
le reste |i? n (x)| par \u n +i(x)\, puis on tente de majorer |rt n+ i(x)| par un reel a n ne dependant pas de 
x et tendant vers 0 lorsque n tend vers l’infini ; 

(b) sinon, on peut essayer de majorer |u n (x)| par le terrne general an ne dependant pas de x 
d’une serie convergente. La serie de fonctions est alors normalement convergente. Lorsque la serie de 
fonctions ne converge pas uniformement sur I, on peut chercher a etablir la convergence uniforme sur 
tout compact de I. 

6. Pour montrer qu’une fonction / lirnite d’une suite de fonctions (f n ) est continue sur I, il sufRt 
d’etablir 

(a) les fonctions f n sont continues sur / ; 

(b) la convergence de la suite (f n ) vers / est uniforme sur tout compact de I. 

7. Pour montrer qu’une fonction S somrne d’une serie de fonctions u n est continue sur /, il 
suffit d’etablir : 

(a) les fonctions un sont continues sur I ; 

(b) la convergence de la serie u n un vers S est uniforme sur tout compact de I. 

8. Pour determiner la lirnite en un point a, adherent a son domaine de definition, d’une fonction 
/, lirnite d’une suite de fonctions (f n ), on utilise le theoreme d’interversion des limites. 

9. Pour montrer qu’une suite de fonctions (/ n ) ne converge pas uniformement sur I, on pourra 
prouver que, en un point a adherent a /, les fonctions f n admettent une lirnite b n , rnais que la suite 
(b n ) diverge. 

1.3. 0.2 Pieges a eviter en ce qui concerne les suites de fonctions 

1. La convergence d’une suite de fonctions vers la fonction 0 n’implique par la convergence de la 
suite des integrales vers 0. 

2. La convergence d’une suite de fonctions vers la fonction 0 n’implique par la convergence vers 0 
de la suite des derivees. 

3. La lirnite d’une suite de fonctions continue n’est pas toujours continue. 

4. La convergence uniforme sur tout ferrne borne de ] 0,1] n’implique pas la convergence uniforme 
sur [0,1]. 
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CHAPITRE 


2 


Series entieres 


En physique, on approche souvent une fonction par une fonction du premier degre ; quand cela ne 
donne rien on va jusqu’au second degre. Et si on continuait ? 

2.1 Definitions-rayon de convergence 

2.1.1 Definitions et generalites 


Definition 2.1.1 

On appelle serie entiere d’une variable complexe (resp. d’une variable reelle) une serie de 
fonctions de terme general u n (z) = a n z n , ( z,a n ) G C 2 (resp. u n (x ) = a n x n ,(x,a n ) G 

M 2 ). Les nombres complexes (resp. nombres reels) a n sont appeles : coefficients de la serie 


Exemple 2. 1.1.1 

Un polynome est un cas tres particulier et sans interet de serie entiere. Par contre, une serie 
geometrique est le premier cas de serie entiere rencontre (sans le dire) dans le cadre des series 
geometriques. 


entiere. 


Remarque 2.1.1 Plus generalement une serie entiere est definie par : la serie de fonctions E a^ n )Z^ ^ 
ou ip est une fonction croissante de IN dans IN. 


Exemple 2. 1.1. 2 





4 )- 



,2n+l 


? n — 0 , &2n+l — . 1 

U + 1 
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2.1.2 Operations sur les series entieres. 


2. 1.2.1 Somme de deux series entieres. 


Definition 2.1.2 

La somme de deux series entieres y^a n z n et ' s ^b n z n , est la serie notee : 

^ a n z n + y b n z n , 

et definie par : 

y a n z n + y b n z n = y{a n + b n )z n . 


2. 1.2. 2 Produit d’une serie entiere par un scalaire 


Definition 2.1.3 

Le produit d’une serie 
definie par : 


entiere y^ a n z n 


par un scalaire A £ C 


\(y an z n ) = y(\a n )z n . 


est la serie notee y 




a n z 


et 


2. 1.2. 3 Produit de deux series entieres 


Definition 2.1.4 


Le produit de deux series 

entieres y^a n z n et y^b n z n , est la serie entiere notee : 



et definie par : 



( ya n z n ).(yb n z n ) = y Cn z n , 

n 

CLV6C C n ^ ^J^kfon—k • 


k = 0 



2.1.3 Convergence et rayon de convergence. 

Etude de quelques series classiques pour deduire les definitions. 


1. y z n , a n = 1. On a S n (z) = y 


= 2^ z = 
k = 0 


1 - Z n 
1 - Z 


1 


converge vers 


1 - z 


si, et seulement si, \z\ < 1. 
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u n +i{z) 


2 . 

n 


—z n , a„ = — . On a : 


n 


u n {z) 


n 


n + 1 


|^| — ► \z \ ; done converge pour \z\ < 1 et diverge 


pour \z\ > 1. L’ensemble D = {z € C; \z\ < 1} est appele disque de convergence. 


3. Y' —z n , a n = ^r. On a: 

i! 


n\ 
D = C. 


U n +l(z ) 

U n (z ) 


1 

= — z — > 0 pour tout z; done converge pour tout z. Ici 
n 


4. V(-l) n — , a n = (-1 )"-. On a : 

n n 

diverge pour \z\ > 1. 

D = {z G C; \z\ < 1}. 

5. Y^ n\z n ,a n = n!. On a : Un+1 ^' 
et diverge pour z / 0 D = {0} . 


u n +i(z) 


u n (z) 


n 


n + 1 


\z \ ; done converge pour \z\ < 1 et 


= (n + 1) |z| — > +oo pour z / 0, done converge pour z = 0 


Definition 2.1.5 

Soit une serie entiere d’une variable complexe ou reelle. 

* On appelle rayon de convergence de ’ s ^a n z 11 , le reel (bien defini) de IR : 

R=inf{r 6 IR + | a n | .r n converge }. 

*L’ensemble D(0,R) = {z6C \z\ < R} (\—R,R[) est appele disque ouvert ( resp. intervalle 
ouvert) de convergence. 



Fig. 2.1 - Domaine de convergence 
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Soit une serie entiere V 




ci n z 


Formule d’Hdamard.l. 


Proposition 2.1.1 


Le rayon de convergence de la serie entiere a n z n , 

est le reel R defini par : 

1 | i 


— = lim \a n « 


R n— >+oo | 



Demonstration.- Ce resultat est obtenu a partir du critere de Cauchy. 


Remarque 2.1.2 

On pent utiliser aussi le critere de D ’ Alembert . Si la suite ( 
d’apres le critere de D'Alembert on a : 


1 


) n admet une limite l alors 


lim 

n — >+oo 


U n +l(z) 

U n (z ) 


= lim 
n— >-\-oo 


&n+l 

O'Tl 


\z\ = l \z\ 


1 


done converge l \z\ < 1 si et diverge si l \z\ > 1 ou converge si \z\ < - et diverge si \z\ > j. Le 
rayon de convergence est done donne par : 


R = 


1 


lim 

n— »+oo 


&n+l 


= lim 

n — >+oo 


&n+l 


i 

On peut utiliser aussi le critere de Cauchy si la suite ( \a n \n ) admet une limite. 


Exemple. Soit la serie entiere — z n . On a : lim 

^ J 77, n— >+c 50 


&n+ 1 


= lim 

n — >+oo 


n 


n + 1 


= 1, done R = 1. 


Remarque importante. Si ni la suite 


Par exemple si on considere la serie E z n \ alors : 


0 -n + 1 


1 

ni la suite ( Im, I n ) n’admettent de limites ? 


0 si p n’est pas un factorielle d’un entier 
1 si p = n\ 


1 


La suite ( \a n \n n’a pas de limite, et la plus grande valeur d’adherence est : 
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1 l 

lirn sup \ (i p \P = lim l n ' = 1 

n — >+oo n *+°° 

lim sup \ a,p\P 

n — >+oo 

Formule d’Hdamard.2. 


Proposition 2.1.2 

Le rayon de convergence de la serie 

entiere ^ 2 a nZ n , est le reel R defini par : 


*= = lim sup 1 a n ™ 

n — >+oo 1 



2. 1.3. 2 Rayon de convergence de la somme et du produit. 

Soient A = et B = deux series entieres de rayons de convergence Ra et Rb 

respectivement . 


Proposition 2.1.3 

Si A = ^2 a n z n et B = '^2 b n z n sont convergentes alors la serie somme est convergente et 
son rayon de convergence Ra+b verifie : 

Ra+b > min (A B), et Ra+b = min(A B ) si Ra Rb- 


Proposition 2.1.4 

Si A = "22 a n z n et B = b n z n sont absolument convergentes alors la serie produit est 
convergente et son rayon de convergence Ra.b verifie : 

Ra.b > min(AR). 


Remarque 2.1.3 

1. Si on suppose seulement que les deux series convergent, on n’est pas assure que la serie produit 

(-l) n 

converge. Ainsi si on considere la serie de terme general - — _ , et qu’ on forme son produit avec 

y/n 

elle-meme, on obtient pour terme general de la serie produit : 

Cn = (-irJ2 n-r^ Et on montre par minoration que ( c n ) n ne tend pas vers 0. 

k—i — k) 


2. Soient les series A = ^2 z n et B = 1 — z = ^ 2 b n z n , bo = 1, &i = — 1, et b n = 0, pour n >2. 
On a : Ra = 1 et Rb = +oo, et Ra.b = +oo > min(A B). 

3. Soient les series A = 2 n + 1 )z n et B = ^^2 n z n . On a : Ra = \ et Rb = \- Et on a : 

A + B = ^22 z n Ra+ b = 1 • 
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+OO 


4- Soit la serie A = z n de somme 


1 


n=0 


1 - z 


, de rayon de convergence 


Ra = 1 .La serie produit definie par : 

A.B = (^2 z = y == + ^)~ n , a pour rayon de convergence Ra.a = 1- 


2.2 Proprietes de la somme d’une serie entiere. 


2.2.1 Continuite de la somme d’une serie entiere. 


Theoreme 2.2.1 

Soit la serie entiere a n z n . S’il existe xo 6 C tel que la suite (a n xg) n > o soit bornee alors la 
serie a n z n converge absolument sur tout domaine D(0 ,zq) = {z£ C/|z| < |zq|}. 


Theoreme 2.2.2 

Soit la serie entiere a n z n . S’il existe xo G C tel que la suite (a n Xg)n> o soit bornee alors 

la serie a n z n converge normalement sur tout domaine D(0,kzo) = {z e C/|z| < fc|zo|}> 
pour tout k e]0, 1[. 


Theoreme 2.2.3 

Si la serie entiere a n z n est convergente et de rayon de convergence R alors la convergence 
est normale sur tout domaine ferme 11(0, p) = {z£ C/|z| < p} C 11(0,11). 


Remarque 2.2.1 

la continuite nest pas uniforme sur D(0,R), mais uniforme sur tout disque ferme 11(0, p) C 
11(0, R). 


Theoreme 2.2.4 

+oo 

La somme ’ S ^a n z n d’une serie entiere ' S ^a n z n de rayon de convergence R est continue dans 

71 = 0 

le disque ouvert de convergence 11(0,11). 
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2.2.2 Integration de la somme d’une serie entiere. 


Theoreme 2.2.5 

+oo 

La somme a n x n d’une serie entiere d’une variable reelle de rayon de convergence 

n = 0 

R est integrable et on a : 

V x tel que |a:| < R : 


px ~ I - — |— oo px 

/ cy\a n t n )dt = Yx I a n t n dt) = 

Jo n=0 — n Jo 


„n+l 


n = 0 ^ 


+oo 

\ ^ X " 

/, a n : 

n + 1 

72— 0 


2.2.3 Derivation de la somme. d’une serie 


Definition 2.2.1 

Soit la serie entiere d’une variable reelle a n x n de rayon de convergence R.Pour toutp E IN* 
, la serie derivee d’ordre p est definie par : 


+oo 


E 


(n 


n\ 


-p)\ 


(L n X 


n—p 


Theoreme 2.2.6 La serie derivee d’ordre p a meme rayon de convergence que la serie initiale 

+oo 

y ^a n x n . 

n = 0 


Theoreme 2.2.7 


-(-oo 


La somme f(x) = d’une serie entiere d’une variable reelle 

) a n x n de rayon de 

72— U 

convergence R est indefiniment derivable (derivable a tout ordre) et on a : p E IN*, et on a : 

V x tel que x| < R , 


dP f . ^ n\ 

— — (x) = ) ——a n x p . 

d x P K (n — p)\p\ 

n=p v J M 



Corollaire 2. 2. 3.1 

+oo 

Si f(x) = y^a n x n est la somme d 'une serie entiere d ’ une variable reelle a n x n de rayon de 

n = 0 

convergence R.Alors : 

fWfr) 

Vn E IN, a n = 
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2.3 Developpement en serie entiere 


M.Harfaoui 


2.3.1 Definitions et generalities 


Definition 2.3.1 

Soit f une fonction definie au voisinage d’un point zq £ C et a valeurs complexes. On dit que 
f est developable en serie entiere en zq s’il existe une suite (a n ) n et un voisinage U de zq tels 
que la serie a n (z — zo) n soit convergente sur U et : 


+oo 


V z <EU , f(z) = ^2a n (z - z 0 y 


n = 0 


Si f est une fonction numerique a valeurs reelles on a : 

1 


nl 


+00 

y. 

^ (n — p)\p\ 

n=p v ' 


a n x n p , et 


a P = ~\ / (P) ( X °) 


Definition 2.3.2 (fonction analytique) 

On dit que f est analytique complexe au point zq ( resp. sur un domaine D) si elle est 
developable en serie entiere en zq ( resp. en chaque point du domaine D). 


Definition 2.3.3 (fonction holomorphe). 

Soit f une fonction definie sur un domaine D du plan C et a valeurs complexes. On dit que 

si : lim MzJM, existe} 
z^zo z — Zq 

qu’on note f (zo), et on dit que f est C- derivable en zq ( resp. holomorphe en chaque point 
de D). 


f est holomorphe au point zq e D ( resp. holomorphe dans D) 


Remarque 2.3.1 

Si on pose z = x + iy et f(z) = f(x + iy ) = P(x, y ) + iQ(x, y, alors : 

Of df 

f est holomorphe si est seulement — — K i-^~ = 0, ce qui est equivalant a : 

ox oy 

dP dQ dP _ dQ 

dx dy dy dx 


Remarque 2.3.2 

On definit de maniere analogue la notion de fonction analytique reelle pour les fonctions reelles 
definies sur un intervalle I de M. Mais ily a une difference. En effet : Une fonction analytique complexe 
est C-derivable done holomorphe et reciproquement. Une fonction analytique reelle est indefiniment 
derivable, mais une fonction reelle n’ est pas necessairement analytique bien qu’ elle soit de classe C°°. 

Exemple 2. 3. 1.1 

f(x) = exp(--iz), si x / 0 et /( 0) = 0. / (n) ( 0) = 0, mais f 0. 
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2.3.2 Developpements obtenus par la formule de MacLaurin. 


markbothM.HarfaouiChapitre-3- Developpements obtenus par la formule de MacLaurin. 



Definition 2.3.4 Soit f une fonction numeric/ue d’une variable reelle definie sur un voisi- 
nage V de 0. La formule de Mac Laurin d’ordre n s’ecrit : 

Lb p Tb~\~ 1 

fix) = y —r fi p ' > (0).x p + t — -r f^+^idx), avec 0 < 9 < 1. 

P- (n + lj! 



Theoreme 2.3.1 

/ W (0) 

Pour que la serie > ; — -x n converge et ait pour somme fix), il faut et il suffit que 

n\ 

x n+1 

lim — — /( n+ b(#x) = 0 pour tout x G V. 

n—>+oo in P 1 ) ! 


Theoreme 2.3.2 Soit f une fonction numerique d’une variable reelle indefiniment derivable 
sur ]—r,r[.S’il existe une constante M > 0, tels que : 

V x G }—r,r[, V n G IN, |/( n )(x)| < M, alors f est developable en serie entiere en 0 sur 
]— r, r[ , et on a : 


n = 0 


n\ 


Demonstration 

Pour x G ] — r, r [ on a : 



x n +i 
(n + 1)! 


f{n+l)( 9x ) 


Mr n+1 

— 7 , ini = a ni Gt 

(n + 1)! 


lim " +1 = r lim = 0, done la serie V'' a n converge et lim a n = 0. 

n— >+oc Oi n n— >+oo 77, — |— 1 z — ' n— >+00 


2.3.3 Fonction exponentielle complexe. 


Definition 2.3.5 


On appelle fonction exponentielle complexe la somme de la serie V — -z n definie sur C par : 

n\ 


+CX) 




n= 0 
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Proposition 2.3.1 

1. La fonction z —> e z est continue sur C. 

2. V(z, z') G C, n G N : 



2.3.4 Developpement en serie entiere des fonctions usuelles. 


1. 


VzGC 


+oo 

E; 


e = > —z" 
n! 

n = 0 


par definition de la fonction exponentielle. 

Par application de la fonction exponentielle on trouve facilement les developpement suivants : 


Vx G M 

e ix + e~ ix ^ ( l) n 2n 

cosx = = > - — —.x 

2 ^ 2 n)\ 

n=0 v ' 

Vx G IR 

Ax p—ix “I " 00 ( 1 \n 

sinx = =Y / J „.x 2n+1 

2 z A.( 2 n+ 1 )! 

Vx G IR 

e + e 1 9 n 

COSllX = = > 7 rr .X 

2 ^( 2 n! 

n= 0 v ' 

Vx G IR 

IE — 31 “hOO i 

sinhx = e — = Y - — .x 2n+1 . 

2 ^( 2 n + l! 

n= 0 v ' 

V \z < 1 

| +oo 

= y z n , c’est la somrne de la serie geometrique de raison z. 

1 — z ^ 

71=0 


Par integration de la serie geometrique terrnes a termes et sa somrne on obtient : 


3. 


|x| < 1 

+oo ^ 

ln(l — x) = —'Y j — .x n . 

n= 0 

|x| < 1 

+oo 

= Yx i) n .x 2n . 

1 + x 2 

n= 0 

|x| < 1 

+ °° /I \71 

Arc tan(x) = ,x 2n+1 . 

v ; ^2n+l 

71=0 


2.3.5 Developpements obtenus par equation differentielle. 

Developpement en serie entiere de la fonction : f a (x) = (1 + x) a . 
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* Si a G N, f a (x) est un polynome de degre n et tous les coefficients sont nuls a partir du rang n+1. 

*Si aeK-Nona: 


f' a {x) = a{ 1 + x)° 1 = -~^—fa(x), 

1 + x 

ou 

(1 + x)f' a (x) - af a (x) = 0. 

+oo +oo 

On suppose : f a (x) = alors f a (x) = ^ ]na n x n ~ 1 done 

n = 0 n=l 

+oo +oo 

(1 + x)y^na n x n ~ 1 = y^a n x n 

71=1 71=0 

d’ou 

+oo 

^((n + l)an+i + (n - a)a n )x n = 0. 

71=1 


On obtient la relation de recurrence pour tout n > 0 : 


a — n 

+i+l — ; T&m 

n + 1 


Done : 




avec a 0 = f a ( 0) = 1. 
On obtient done 


(a 


(a 


n)(a — n + l)(a 

(n + l)n(n - 
n)(a — n + l)(a 


- n + 2)....a(a 

1)... .3.2.1 

- n + 2)....a(o! 


(n + 1)! 


1) 


a o 


1) 


« o 


a + = y^ ( a ~ ra + 1 )( Q; ~ n + 2 )---- Q ( Q! ~ 1 ) J .n 

^ (/;)! 

n=0 v ' 

et R = 1. 

CV/.s particuliers. 


Pour tout x tel que |x| < 1 on deduit pour quelques valeurs de a 


a = — 1, on obtient 

+oo 

n=0 

a = — on obtient 
Par integration on obtient 

1 V (2n)! x 2n 

Vl-x 2 (2 n n!) 2 

(2n)! a; 2n+1 

+rC Sill X = y r-TT • 

^(2 "n! 2 2n+ 1 

n=0 
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CHAPITRE 


3 

Series de Fourier 


Mathematiciens du chapitres 



Fig. 3.2 - Johann Pe- 
ter Gustav Lejeune Di- 
'kichlet y 


Fig. 3.1 
er 


Joseph Fou- 


Jean Baptiste Joseph Fourier, ne le 

21 mars 1768 a Auxerre et mort le 16 
mai 1830 a Paris, est un mathematicien et 
physicien franqais, connu pour ses travaux 
sur la decomposition de fonctions periodiques 
en series trigonometriques convergentes ap- 
pelees series de Fourier et leur application au 


probleme de la propagation de la chaleur. 

II fait ses etudes chez les Benedictins a 
l’Ecole militaire d’Auxerre. Destine a l’etat 
monastique, il prefere s’adonner aux sciences. 
II integre l’Ecole normale superieure, ou il a 
entre autres comrne professeurs Joseph-Louis 
Lagrange, Gaspard Monge et Pierre-Simon La- 
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place, auquel il succede a la chaire a Polytech- 
nique en 1797. 

II participe a la Revolution, manquant de 
peu de se faire guillotiner durant la Terreur, 
sauve de justesse par la chute de Robespierre. 
En 1798, il prend part a la campagne d’Egypte. 
II occupe un haut poste de diplomate et de- 
vient secretaire de l’lnstitut d’Egypte. A son 
retour en France en 1802, Napoleon le nomme 
prefet de l’lsere le 12 fevrier : il est destitue 
lors de la Restauration. 

En 1817, il est elu mernbre de l’Academie 
des sciences, dont il devient secretaire 
perpetuel pour la section des sciences 
mathematiques a la mort de Jean-Baptiste 
Joseph Delambre en 1822. En 1826, il est elu 
mernbre de l’Academie franqaise. Tombe du 
Pere-Lachaise. 

Fourier est connu pour sa Theorie ana- 
lytique de la chaleur, paru en 1822[1] . On 
lui doit aussi plusieurs memoires ainsi que 
des Rapports sur les progres des sciences 
mathematiques, parus en 1822-1829, et des 
Eloges de Jean-Baptiste Joseph Delambre, 
William Herschel et Abraham Breguet. Il est 
elu mernbre etranger a la Royal Society le 11 
decembre 1823. Fourier est enterre au cimetiere 
du Pere-Lachaise a Paris, a cote de Champol- 
lion. 

Johann Peter Gustav Lejeune Diri- 
chlet (13 fevrier 1805, Diiren - 5 mai 1859, 
Gottingen) est un mathematicien allemand. 

Il a ete eleve en Allemagne, puis a ete en- 
suite envoye en France pour suivre ses etudes 
super ieures. Il fut en contact avec les plus 
grands mathematiciens frangais de l’epoque, 


CHAPITRE 3. SERIES DE FOURIER 
dont Legendre, Laplace ou Fourier. Il retourne 
ensuite en 1825 en Allemagne ou il travaille 
avec Gauss, dont il reprendra la chaire a l’Uni- 
versite de Gottingen, et Jacobi. Il eut entre 
autres comme eleve Riemann. 

Les travaux de Dirichlet ont surtout porte 
sur les series de Fourier et l’arithmetique, ou on 
lui doit l’essentiel de la demonstration du der- 
nier theoreme de Fermat a l’aide des entiers de 
Dirichlet pour le cas ou le parametre est egal 
a cinq. On lui doit egalement des travaux sur 
les integrales et la recherche de fonctions dis- 
continues. Un celebre probleme d’analyse porte 
son nom : le Probleme de Dirichlet. Dirichlet a 
egalement travaille sur le theoreme de Ferrnat- 
Wiles, en le demontrant pour le cas ou n est 
egal a 14, et en contribuant a la demonstration 
de Legendre pour le cas ou n est egal a 5. On 
lui doit le noyau de Dirichlet qui sert a etudier 
la convergence des series de Fourier. 

Il s’est egalement rendu celebre pour avoir 
donne une demonstration du theoreme de la 
progression arithmetique, au rnoyen des ca- 
racteres de Dirichlet et des fonctions L de Di- 
richlet. Il fut Pun des pionniers de P utilisation 
des outils de l’analyse complexe pour attaquer 
des problemes arithmetiques, ouvrant la voie a 
la theorie analytique des nombres. 

On lui doit aussi le principe des tiroirs, qui 
s’enonce ainsi : si on range n+1 chaussettes 
dans n tiroirs, il y a un tiroir ou il y a au 
rnoins deux chaussettes ! Malgre sa simplicity, 
ce resultat permet de prouver des resultats 
non triviaux. Il est fait mernbre etranger de 
la Royal Society en 1855. 
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Chapitre-3- Preambule historique 


3.1 Preambule historique 


En 1746, D’Alembert etudie l’equation des 
cordes vibrantes : 


temperature nulle aux extremites, une solution 
fornrelle est donnee par : 


1 d 2 y d 2 y 

c 2 ' dt 2 dx 2 

dont il donne les solutions sous la forme F(ct + 
x ) + G(ct — x) oil F et G sont arbitraires. (c 
est la vitesse de propagation de l’onde). Vers 
1750, Daniel Bernoulli pensait que toute solu- 
tion peut s’obtenir conrnre superposition d’une 
serie d’harmoniques, par exemple 


OO 

y(x,t) = S T J b n 

n= 1 


nx net 
. sin — . cos — — 


dans le cas ou les deux extremites de la corde 
sont fixees. Or dans le cas ou la position initiale 
est donnee par une condition y(x, 0) = p(x), 
ceci inrplique que p(x) puisse se developper 

OO 


en serie 


trigonometrique 



n= 1 


A 


l’epoque, ceci paraissait impossible, l’argument 
principal etant par exemple qu’une fonction 
non periodique ne pouvait se representer par 
une serie de fonctions periodiques. Qu’on songe 
par exemple a une formule telle que : 


4vr 2 ^ 4 . . . 

~Y + 2 ^- 2 cos ( rex ) ~2^ — sm ( nx ) 

n= 1 n = 1 

pour representer la fonction x 2 , alors que celle- 
ci n’est pas periodique. L’egalite de la serie et 
de la fonction est neanmoins valable sur ] 0, 2 p[. 

Le probleme fut relance en 1821 lorsque 
Fourier developpa sa theorie analytique de la 
chaleur. L’equation de la chaleur s’ecrit 

<9T _ d 2 T 
~dt ~ °~dF 2 

, oil T(x,t ) est la temperature a l’instant t 
au point d’abscisse x et D le coefficient de 
diffusivite thermique. Si l’on maintient une 


OO 

T(x,t) = E b n . sin 

n = 1 


nx , Dn 2 t . 

T exp < P~) 


avec la aussi l’obligation d’avoir tp(x) = 


E , . nx . , ... i 

b n . sm — — si la temperature initiate est 


n= 1 


donnee par T(x, 0) = ip(x ). Fourier donne un 
certain nombre d’exemples et etablit un lien de 
reciprocite entre les formules suivantes : 


^ r^TT 2 /* 27 t 

a n = — / <p(x) cos nxdx, b n = f( x ) sin nxdx 

K Jo ^ Jo 


et 


ip(x) 


«o 

~2 


OO OO 

+ ^2 a n .cosnx + b n . sin nx 

n = 1 n = 1 


Des lors, les series trigonometriques vont se 
trouver au coeur du developpement de 1’ ana- 
lyse au XlXerne. La serie dont les coefficients 
sont ainsi definis s’appelle serie de Fourier as- 
sociee a ip. Les questions qui se developperont 
alors portent sur les points suivants : 

La fonction p peut-elle etre arbitraire? 
Ce qui necessite une reflexion sur la no- 
tion de fonction et de continuite. 

Pour quelles fonctions p les expressions 
a n et b n sont-elles calculables ? Question 
liee au developpement de la theorie de 
l’integration. 

Les series convergent-elles, et si oui, est- 
ce vers pi Ce qui necessite une theorie 
de la convergence. 

- p etant donnee, y a-t-il unicite de la serie 
trigonometrique qui converge vers p (si 
tant est qu’il en existe une) ? Continuite, 
integration, convergence. 
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3.2. QUELQUES FORMULES TRIGONOMETRIQUES 


A l’epoque de Fourier, aucune de ces no- 
tions n’est clair ernent precisee. II faudra plus 
d’un siecle pour eclaircir la plupart des ques- 
tions relatives aux series trigonometriques, 
avec la notion de fonction developpee par Diri- 
chlet (1829), et celle d’integrale par Riemann 
(1854) puis par Lebesgue (1902). Signalons en- 
fin que c’est en reflechissant sur un probleme 


M.Harfaoui 

d’unicite des series trigonometriques que Can- 
tor developpa sa theorie des ensembles . Les 
formules de Fourier entrent dans un cadre 
beaucoup plus general, celui de 1’ analyse ou de 
la decomposition d’un objet, puis celui de la 
synthese ou de la reconstruction de l’objet a 
partir de ses elements decomposes. 


3.2 Quelques formules trigonometriques 


Pour tout r/0 modulo 27r on a 


1 + e ix + e 2ix 


1 - e* (w+1)x = iwa! / 2 sin((n + l)a/2) 
1 — e lx sin(®/2) 


sin(a + b) = sin a cos b + cos a sin b 
sin(a — b) = sin a cos b — cos a sin b 
cos (a + b) = cos a cos b — sin a sin b 
cos (a — b) = cos a cos b + sin a sin b 


cos(a). cos(6) = - [" cos (a — b) + cos(a + b)^j 


sin a. sin b = - ( cos(a — b) — cos (a + b)j 


Le rnoyen le plus rapide pour retrouver ces formules est d’utiliser les formules d’Euler en analyse 
complexe. 


3.3 Fonctions continues ou C k parmrceaux 

Rappelons la notion de discontinuity de premiere espece. 


Definition 3.3.1 

On dit qu’ne fonction f, non definie en un point a, admet une discontinuity de premiere 
espece en un point a si les limites a droite et a gauche de a existent et sont finies. (Celles-ci 
ne sont pas forcement egales sauf en cas de continuity). Elies sont respecivement notee f(a + ) 
et f(a~). 


Soit [a, b] un intervalle de M et une subdivision c\ = a < C 2 , ..., < c n = b de [a, b\. 


Definition 3.3.2 

Une foction f est continue par morceax sur I’intervalle [a,b\ si f est continue sur chaque 
}cj,Cj- |_i[ et admet une discontinuity de premiere espece en chaque point Cj ,notees /(ct) et 
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3.4. SERIES TRIGONOMETRIQUES 


Definition 3.3.3 

Une foction f est C 1 par morceax sur un intervalle [a, b\ si f est derivable sur chaque ]cj , Cj + \ 

)_ 

h 


et que la derivee f admet une limite a droite finien lim 

h— >0+ 


f(cj + h) - f(cj) 

et a gauche fime 


lim 
h— >0“ 


f(cj + h)~ /(c • ) % 


h 


a chaque Cj, notees f(cj) et f(c ■ ). 


Definition 3.3.4 

Une foction f est C k par morceax sur un intervalle [a, b] si f est k foids derivable sur chaque 
]cj,Cj- |_i[ et que chaque fonction f, f ,..., f ^ admet une limite a droite et a gauche a chaque 


Exemple 3.3.0. 1 

La fonction f 2n -periodique define sur ] — 7r, 7r] par f(x) = x nest pas continue mais continue par 
morgeaux. On a 

lim /(x) =7 r = f(ir) et lim f'x ) = — 7r /(tt)- La fonction nest pas continue x = n. 

X — >7T~ X— > — 7T+ 

Remrque 

Pour verifier que / est de classe C 1 on verifie que : 

1. / est continue sur l’ouvert ] — 7r, 7t[ 

2. / est continuement derivale sur l’ouvert ] — 7r, 7 t[ 

3. lim f(x) = lim f(x) = /( 7r) 

x—>71~ j;— > — 7T+ 

4. lim f\x ) = lim f(x) 

X — >7T~ X — > — 7T"*" 

3.4 Series trigonometriques 

3.4.1 Definitions 


Definition 3.4.1 

On dit que deux fonctions f et g continues sur [a, b] sont orthogonaux sur [a, 6] si 

f(x).g(x)dx = 0. 



Exemple 3. 4. 1.1 

Les fonctions f et g definies sur [—1,1] P ^ •' 

f(x) = x et g(x) = x 2 

sont orthogonaux. 
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Definition 3.4.2 

Un systeme fini ou infini de fonctions continues if i, £ NJ sur [a,b\, est dit 

orthogonal sur [a,b\ si, pour tout ( i,j ) £ N 2 


ipi(x).ipj(x)dx = Sij. 


ou 6^ est le symbole de Kronecker defini par 


f 0, si i + j 
\ 1, si i = j 


Theoreme 3.4.1 

Le systeme trigonometrique reelle defini par : 


{1, cos(x), sin(x), cos(2a;), sin(2a;), ..., cos(nx), sin(rocc)...} 

orthogonal sur [ — 7r, 7 t] . 


La demonstration est une consequence des formules trigonometrique. 


Definition 3.4.3 

On appelle serie trigonometrique reelle, toute serie de fonctions de terme general 

{ u n (x ) = a n . cos{mox) + b n . sin(nu)x) , si; n > 1 
no(x) = | 

avec x £ R, u > 0 ; (a n , b n ) £ M 2 , pour tout n £ N. 


Remarque 3.4.1 Supposons que la serie converge et posons 

+oo 

«0 


/(*) = ? + E a n . cos (nuix) + b n . sin (nwi). 


n = 1 


Sachant que pour tous n £ N et k £ Z ; 


2kir / \ 

cos(niv{x H )) = cos (nwi + 2km:)) = cos (mux) 

LO 

, . 2/C7T. . , 7 \\ / \ 

sin(nu;(x H )) = sin(na;a; + 2kn7r)) = sin(na;x). 

UJ 

2k7T 

Alors la serie (l)converge en tout point de la forme x -\ , k £ Z. 

(jJ 

2 kvr 

Si la serie (1) converge dans M, on aura f(x) = f(x-\ ) et par suite la fonction f est periodique 

2k ^ 

de periode T = . 

LO 

En conclusion, les proprietes suivantes sont equivalentes : 
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Pi : La serie trigonometrique (1) converge dans M 


3.4. SERIES TRIGONOMETRIQUES 


2ti \ 


P 2 : La serie trigonometrique (1) converge dans [0, — ]. 


U) 


2tI\ 


P 3 : La serie trigonometrique (1) converge dans [a, cH ], a E 

UJ 


Proposition 3.4.1 Si les series numeriques et b n sont absolument convergentes 

alors la serie trigonometrique ( 3) est normalement convergente surM; done absolument et 
uniformement sur M. 


Preuve 

C’est evident puisque | a n .cos(nojx) + b n .sm(nujx) |<| a n | + | b n 


Proposition 3.4.2 Si les suites numeriques (a n ) et (b n ) sont decroissantes et tendent vers 

2tt 

0, alors la serie trigonometrique (1) est convergente pour x ^ — ou k G Z. 


UJ 


Preuve 

C’est une application direct du theoreme d’Abel. Pour cela il suffit tout simplement de montrer 
que les sornmes suivantes sont majorees independamment de n. 


p—n 


p=n 


R n = cos (pcox) et etl n = sin(pcjx'). 

p = 0 p = 0 

On utilise pour cela la somme complexe : 


Sri, — Rn “t~ Hn 


et on aura 


Rn l< 


sm( — ) 


et I In. I ^ 


• t UJX \ 

sm( — ) 


3.4.2 Calcul des coefficients de la serie trigonometrique. Cas reel 

Mettons nous dans les conditions de convergence uniforme de la serie trigonometrique (1) et posons 


afc. cos(kuix) + bk- sm(kuix). 


+00 


k = 1 


Alors 


+OO 


f{x) cos (nuix) = cos(nux ) + ja^. cos {kux) cos(na;x) + bk- sin(fca;x) cos {nuix) 


k = 1 


et 


mharfaoui04@yahoo.fr 


43 


Elemnents sous droits d’auteur 



3.4. SERIES TRICON OMETRIQUES 


M.Harfaoui 


+OO 


/(x) sin(nu;x) = sin(nu;x) + | a^. cos(/cu;x ) sin(ncjx) + bk- sm(kujx) sin(nwx) 


k = l 


La convergence uniforme perrnet d’avoir : 


oo 


et 


+oo 


2vr 


/> — 

/ /(x) cos(ruvx)dx = 

Jo 


+oo 


2vr 


cos(ncox)dx + ^2 / w afc- cos(fciux) cos(nu>x)dx + w bk- sin(kojx) cos(nu>x)dx. 


k= l ' 


fc=i ' 


2vr 


+ 00 


r- 

/ /(x) sin (nujx)d. 

Z7T ' 


X = 


+00 


2vr 


0 ‘ 10 sin(no;x)dx + j u Qfc. cos(kuJx) sm(ncjx)dx + f u bk.sm(kux) 

sin{nujx)dx. 


2 ~ 70 


fc=i ■ 


On rnontre facilement que : 

2tt 


/o 


! 0, si ]k ^ n 

71 ■ T 

— , si :k = n 

UJ 


2tt 

u; 


TO, si ]k / n 

sin(nijjx) sm(kux)dx = < ^ , 

v v — , si = n 


a; 


/ sin(£;u;x) cos(nu>x)dx = 0 

Jo 

On deduit alors les coefficients par les expressions suivantes : 


2vr 




a n = — / w /(x) cos(nwx)dx 

^ Jo 


2vr 




b n = — / w /(x) sin(na;x)dx 
^ Jo 


Ces expressions sont valables merne pour n = 0. 


Lemme 3.4.1 

5oii / rme fonction periodique de periode T > 0 et integrable dans Vintervalle [0,T]. Alors 
pour tout a£l, on a 

a+T 


ra+l 

f(t)dt = / f{t)dt 
J a 
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Remarque 3.4.2 

Moyennant ce lemme, les coefficients de la serie trigonometrique peuvent s ’ecrire, pour tout «6l: 


2?r 

iO f <0 


2vr 


UJ 


(•»+- 


— 

7T 


f{x)cos{nuix)dx = — 
7 r 




/(x) cos{nuix)dx 


2vr 

K Jo 


f a +Jj 

f(x)sin(nujx)dx= / f(x)sin(nujx)da 

J a. 


En particuher si f est 2ir -periodique (cas ou u = 1 j 


1 


— 

7T JO 


p2n -j^ /*7r 

/ f(x)cos(nx)dx=— / f(x) cos(nx)dx 
Jo J —tr 


1 /' 2,r 

b n = — f(x ) sin(na:)(ix 

n Jo 


f(x) sin (nx)dx 


3.5 Series de Fourier 


Les series de Fourier sont un outil fondamental dans l’etude des fonctions periodiques. C’est a 
partir de ce concept que s’est developpee la branche des mathematiques connue sous le nom d’analyse 
harmonique. 

3.5.1 Coefficients de de Fourier 

On cherche a developper / sous la forme : 


+oo 


f{x ) = ^ ^ | a n . cos(nx) + b n . sin(nx) 


n= 1 


N 

= + lim ^2 cos(?rx) + b n . sin(nx) 

n= 1 


Oo 

2 ’ n~-E+oo 


La raison pour laquelle le terme constant est et non simplement ao est la suivante. 
Si on utilise les exponentielles complexes, on a : 


cos(nx) = 

La somrne partielle Sn(x ) vaut : 


et sin(nx) = 


2 i 


N 

Sn(x) = \- | a n . cos (nx) + b n . sin(na;) 

2 1 
n=i 

_ a 0 . |" a n. — ibn i nx 0>n + _i nx 

- 2 L 2 + 2 

n — 1 

n=N 

J2 Cne inx 
n=—N 


“0 , , n lb n 

avec co = — +, et pour n > (J c n = et c_ r 


Q>n ~f* ibji 
2 
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Le facteur - apparait dans chaque expression. 


1 


Definition 3.5.1 

On appelle coefficients de Fourier de f continue par morceaux 2ir-periodique, les nombres 
suivants : 


et 



ou 


1 r 2n 

b n = — / f(x) sin(nx)dx 

n Jo 



Cn 


1 

2 7T 



f(x)e(~ inx) dx , 


sin G Z 


Remarque 3.5.1 

On utilise a n et b n pour des fonctions a valeurs reelles M et n pour des fonctions a valeurs complexes 

C. 


Cas particuliers :fonctions paires et fonctions impaires 


Si / est developable en serie de Fourier alors : 


, i a n = — f(x)cos(nx)dx . 

1. < it J o si j est paire. 

b n = 0 


2. 


a n — 0 

2 /‘ 7r 

b n = — / f(x) sin (nx)dx 

K Jo 


si / est impaire. 


1 Joseph Fourier (1768-1830) Physicien et mathematicien frangais. II a developpe le calcul de series trigonometriques 
pour etudier les problemes de transfert de chaleur. 
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Definition 3.5.2 

On appelle serie de Fourier associee a la fonction f , continue par morceaux 2-K-periodique , 
la serie de terme general : 



u n (x) 

uq(x) 


a n . cos(n.x) + b n . sin(n.x), si; n> 1 
ao 

T 


(2) 


et on note somme 


avec 


et 


+oo 

Sf(x) = — + a n . cos (nx) + b n . sin(n:r) . 
2 1 L 

71=1 


2 /»27T ^ /*7T 

a n =— f(x)cos(nx)dx=— / f(x) cos(nx)dx 
^ J 0 ^ J —7T 


pZTT /*7T 

b n = — f(x) sin(nx)dx = / f(x)sm(nx)d: 
^ J 0 J — 7T 

a n et b n sont appeles coefficient de de Fourier de la fonction f. 


Definition 3.5.3 (Cas general) 

On appelle serie de Fourier associee a la fonction f , continue par morceaux T-periodique , la 
serie de terme general : 



Unix) 

U 0 (x) 


n n 

a n .cos{2Tr—.x) + b n .sm{2Tr-—.x), si; n> 1 
ao 
2 


et on note somme 


( 3 ) 


avec 


et 


+oo 

Sf(x ) = Y + [ a n-cos(2TTj x) + b n .sm(2nll.x) 
71=1 


CLn, — 


T 


n f T/2 n 

f{x) cos(27r— .x)dx = / fix) sin(27r— .x)dx 
T J-T/2 T 


2 f T n f T / 2 n 

b n =- fix) sini2ir—.x)dx = / f(x) smi2n-.x)dx 
1 Jo 1 J-T/2 1 


— T/2 

a n et b n sont appeles coefficient de de Fourier de la fonction f . 
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Proposition 3.5.1 

Si on note c n (f ) le coefficient de Fourier de f alors 

1. Cn(a.f) = a.Cn(f) et c n (f + g) = c n (f) + c n (g). 

2. Si f et g sont continues, f = g si et seulement si, c n (f ) = c n (g) pour tout n. 

3.5.2 Etudes de quelques exemples. 

1. Les coefficients de Fourier de la fonction / definie par : 



1 si, 0 < x < ir, 

— 1 Si, — 7T < x < 0. 


f 


\ 


i 


-71 


O 


71 


' ■ -1 


V 




Fig. 3.3 - Courbe de la fonction / 


sont a n = 0 car / est impaire pour tout n, et 


2 f n 

— / f(x) sin (nx)dx 
7T Jo 



— si n est impair. 
nir 


0 si n est pair 

4 , ; 


et la serie de Fourier associee a / est : 
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f 



\ 


Fig. 3.7 - Courbe de la Sf pour N=21 


2. Calcul des coefficients de Fourier de la fonction / definie sur [— 7r,7r] par : 


f(x) =| x 


/ 



V 


Fig. 3.8 - Courbe de la fonction f(x) =| x 
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On a b n = 0 car / est paire pour tout n. De plus ao = vr et 


3.5. SERIES DE FOURIER 


a n = — f(x) cos (nx)dx 

11 Jo 

2/1 2 f n 

= — ( [x— sin(nx)]n / sin (nx)dx 

it V n n7r Jr, 

2 


n 2 7T L 


n 2 ir 


( — 1)n — 1 
si n est pair 

si n est impair. 


et la serie de Fourier associee a / est : 


_ . . 7r 4 cos(2n + l)x 

; L 


vr (2n + l) s 

n=l v 7 
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Fig. 3.11 - Courbe de la Sf de f(x) =\ x | pour N=5 


3. Calcul des coefficients de Fourier de la fonction / definie sur [— it, 7r] par : f(x) = x 2 


f 



\ 


Fig. 3.12 - Courbe de la fonction f(x) = x 2 


On a b n = 0 car / est paire pour tout n, ao 


-7 r 2 et a n = (— l) n — ^ et la serie de Fourier 
3 n z 
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Sf(x) 


3 


+oo 


n = 1 


— k — cos(nx) 
n z 



f 



\ X 

Fig. 3.15 - Courbe de la Sf de f(x) = x 2 pour N=9 
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3.6 Convergence des series de Fourier 


II est neanmoins naturel dans le cas general de definir les coefficients de Fourier par les formules 


precedentes, puis de se poser la question de savoir si la serie obtenue converge bien vers /. Les choses, 
malheureusement, ne sont pas toujours aussi simples. Les questions qui se posent done sont 

1 . Pour quelles fonctions il y a convergence ? 

2. La serie de Fourier associee a / est-elle convergente? 

3. En cas de convergence, de quel type de convergence s’agit-t-il? 

(a) Convergence pour la norme || . || 2 ? 

(b) Convergence simple?, si oui pour quelles valeurs de x? 

(c) Convergence uniforme?, si oui sur quel ensemble? 

4. De plus en cas de convergence, peut-on dire que la serie converge vers / ? 

Dans le cas general, la serie de Fourier peut converger ou non, et si elle converge, elle peut converger 
vers / ou non. On a done cherche a preciser des hypotheses sur / assurant la convergence vers /. 

Rappelons la notion de discontinuity de premiere espece. 

Definition 3.6.1 Une fonction f admet une discontinuity de premiere espece en un point a 
si les limites a droite et a gauche de a existent et sont finies. ( Celles-ci ne sont pas forcement 
egales sauf en cas de continuity.) 


Definition 3.6.2 

On dit qu’une fonction f definie de M vers M periodique, continue par morcaux est 
developpable en serie de fourier si elle est somme de sa serie de fourier. 

3.6.1 Convergence d’une serie trigonometrique. 

On rappelle qu’une serie de trigonometrique est de la forme 



n>l 


et en notation exponentielle 





C n — ^ {P"n ib n ) et C n — ^ ( a n "F^n) 


et 


a n — c n C— n et b n — i(c n c— n f 
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Theoreme 3.6.1 


la serie trigonometrique + y~* a n . cos(nwx) + b n . sm(nivx ) converge normalement sur M s* 


n>l 


ei seulemet si les series |a n | ef \b n \ sont convergentes. 

2ir 

Dans ce la somme de la serie trigonometrique est periodoque et continue sur M. 

U) 

Preuve. La preuve est une consequence directe de l’inegalite \a n . cos{nu)x) + b n .sm(mvx)\ < |a„ 


Corollaire 3. 6. 1.1 

1. Si les series \a n \ et |6 n | convergent, la somme de la serie trigonometrique S(x) = 

nEN nE N 

+oo 

a n . cos (nujx) + b n . sin(ncux) est continue sur M. 

n = 0 

2. Si les series |n.a n | et n.|fe n | convergent, la somme S(x) est derivable sur M a derivee 

tiEN nEN 

continue, et 

+CO 

s'M = E —n.a n . cos (nwx) + n.b n . sin(na;x). 

n= 0 

3. Plus generalement, si les series | n k . a n | et n k . | b n | convergent , la somme S est de classe 

neN neN 

c k . 


3.6.2 Convergence simple. 

En analyse, le theoreme de Dirichlet (ou de Jordan-Dirichlet) est un resultat de convergence ponc- 
tuelle pour les series de Fourier. 

Une premiere version du theoreme a ete prouvee par Dirichlet en 1829 [1] . Faute d’une theorie de 
l’integration adequate, la preuve de Dirichlet ne perrnet de traiter que des fonctions assez particulieres 
(monotones hors des points d’une subdivision). 

Le theoreme sera generalise par Jordan en 1881 pour englober le cas de toutes les fonctions loca- 
lernent a variations bornees. 

Une hypothese plus faible est contenue dans le theoreme suivant dit THEOREME DE DIRI- 
CHLET 


Definition 3.6.3 

On dit qu’une fonction verifie les conditions de Dirichlet si elle est continue par morceaux et 
admet une derivee continue par morceaux telle que en tout point xq la derivee admette une 
limite a gauche et a droite. 
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Theoreme 3.6.2 (Theoreme de Dirichlet). 

Soit f : M — » M une fonction periodique de periode T de classe C 1 par morceaux M (mais non 
necessairement continue). Alors la serie de Fourier associee a f est convergente sur M pour 
tout reel x et on a : 


ao 

2 + 


+ 00 

|^a n . cos (nx) + b n . sin inx) 

n= 1 


f(x + ) + f(x ) 
2 


En particulier en tout point x oil f est continue la somme de la serie de fourier associee a f 
est f(x). De plus la convergence est uniforme sur tout intervalle oil f est continue. 


Exemple 3. 6. 2.1 

Les coefficients de Fourier de la fonction f definie par : 


f(x) = 

sont a n = 0 car f est impaire pour tout n, et 


1 

-1 


si, 0 < x < vr, 

Si, — 7T < x < 0. 


2 f 2?r 

b n = — / f(x) sin(nx)dx 
71 Jo 



f(x) sin (nx)dx 


2 f 2n 

b n = — f(x)sin(nx)dx 

71 Jo 


sin (nx)dx = 


0 si n est pair 
4 

— si n est impair. 
hit 


/ 

1 \ 

1 

£ 

—71 

3 

° 

■ -1 






et la serie de Fourier associee a f est : 
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Sf(x) 


4 
7 r 


+oo 

E 


k = 0 


sin(2fc + l)x 
2k + 1 


La fonction est de classe C 1 par morceaux. II y aura convergence simple sans convergence uni- 
forme, et la serie converge lentement (terme general en — ). L 'approximation est mediocre. Augmen- 

n 

ter le nombre de termes ne fait pas disparaitre les oscillations au voisinage du point de discontinuite 
(phenomene de Gibbs). 


Remarque 3.6.1 

Si f est discontinue, il est impossible qu ’il y ait convergence uniforme vers f (puisque les sommes 
partielles sont continues et pas f); ci-dessous la trentieme somme partielle de la serie de Fourier de 
la fonction : 


( 1 si, 0 < X < 7T 

\ —1 si, — 7T < X < 0 


f \ 



\ 


Fig. 3.16 - Courbe de la Sf pour N=31 


mharfaoui04@yahoo.fr 


57 


Elemnents sous droits d’auteur 


3.6. CONVERGENCE DES SERIES DE FOURIER 


M.Harfaoui 


3.6.3 Convergence normale 
Theoreme 3.6.3 . 

Concederons une fonction, f, continue par morceaux, periodique de periode T = — et sa 

LO 

serie de Fourier 

a n . cos (jiujx) + b n . sin(no;x) = y^ c n e muJ ' x . 

Les proprietes suivantes sont verifiees : 

1. Les series et y^ convergent, done les suites (a n ) n et (b n ) n tendent vers zero. 

2. Si f est continue et de classe C 1 par morceaux, les coefficients de f et sa derivee f sont 
reliees par les relations : 

Cn(f) = inu).Cn(f)', a n (f) = i.nu.b n (f ); b n (f ) = - i.nu.a n (f ) 

3. Si f est continue et de classe C 1 par morceaux, les series de termes generaux ( n.a )“ et 

convergent. 

Demonstration. 

n 

1. Notons P n (f) = afc. cos(ku)x). On a 
k = l 

rj~\ 

(Pn(f)(t )) 2 dt = - K) 2 - 

Z k= 1 



Interessons-nous a la valeur de / P n (f)(t ) [f(t) — P n (f)(t)] dt. En developpant le premier facteur, 

Jt 

P n (f), dans le produit P n (f)(t)[f(t) - P n (f)(t)], on obtient une sornrne de termes de la forme 
a p (f) cos(piox) [ f(t ) - P n (f) (t)] , avec 1 < p < n. 

Le calcul donne / cos(pu .t)[f (t) — P n (f)(t)]dt = 0, ce qui implique 

Jt 

f Pnifimm- p n (fm]dt=o. 

Et on en deduit 


J T (f(t)) 2 dt = 


[. m-p n (fm+p n (fm) 2 dt 


= 2. / P n {f).[f-P n {f)](t)dt+ / [f-p n (f)]\t)dt + 

Jt Jt Jt 

^ rj~] PL 

v 2 . 1 


Pn(m) 


1 2 


dt 


f [ f(t ) - Pn{f){t )] ^ (a fc )' 

•' T z k = 1 


fc=l 


Ainsi, la serie y^ (a m ) 2 , car sa suite des somrnes partielles est majoree et a termes positifs. 

2. En admettant la validite de la formule d’integration par parties dans le cas ou l’une des fonctions 
est continue et de classe C 1 par morceaux, on a : 
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Cn(f) = ^ [ [f(t) - P n (f)(t)] 2 dt+ [ e l ' nu ' x dx 

Jt Jt 

-dx} ■ 


1 

T jt 

1 ,r f'{t).e~ Lnu} - 1 


y{ /(^ —i.nu.x Jt 


0 — i.nuj.x 


T —i.nu.x 

1 i [ f , (t)e~ i ' nuj ' x dx = c n {f ) 


i.nu.x T J T ~ ' ' i.nu.x 

3. La propriete 3) est une consequence immediate des proprietes 1) et 2). 
Une consequence de ce theoreme est le theoreme interessant suivant 


Theoreme 3.6.4 . 

Soit f : M — > M une fonction periodique de periode T contionue de classe C 1 par morceaux 
sur M. Alors la serie de Fourier associee a f est convergente normalement sur M et a pour 
somme la fonction f. 


Demonstration. 

Dans ce cas simplifie T = 2ir. Comme c n (f ) = — c n (f) on a, 

m 


W/)l = ^W/')l<i(L + M/')| 2 ) 


(On utilise l’inegalite (ab < a 2 + b 2 )^j . 


Or la serie de terrne general c— ^ est convergente (serie de Riemann, a = 2 > 1) et la serie 

n z 

[t)\c n {f')\ 2 est convergente d’apres pa premiere propriete du Theoreme.4.4.5 puisque la fonction f est 
continue par morceaux. II en est done de merne de la serie de terrne general |c n (/)| , ce qui signifie 
que la serie de Fourier c n e mx est normalement convergente vers une fonction continue F dont les 
coefficients sont c n ceux de / et d’apres la proposition (??) on a S = /. 

Exemple 3. 6. 3.1 

Les hypotheses du theoreme s’appliquent a la fonction f(x) =\ x \ ou f(x) = x 2 sur [ — 7r, 7r] . On a 
done, pour tout x de [— n, 7r] ; 

, 7T 4 cos(2n + l)x 
X | = — 2_ —TVS et 


7 r 


2 vr^ (2n + l) 2 

ra= 1 

+°° ('_!')”■ 


x = 

3 i — ' n 

n= 1 


Pour x = 0, les deux formules donnent respectivement : 

1 7T 2 ^ (-I)" 7T 2 

> t rr = -rei> v ’ ~ 

On 4-1 2 S 


- n (2n+l) 2 8 


n=0 


n= 1 




12 


+oo 


1 7 r 2 

Pour x = 7r la deuxieme donne > — ^ — — 

^ n 2 


n= 1 
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La convergence de la serie 


vr 

2 


4 

7 r 


+oo 

E 


n=l 


cos(2?i + l)x 
(2n + l) 2 


est normale, done uniforme. L’ approximation est bonne sur tout l’intervalle, merne avec peu de terrnes. 


3.6.4 Etude de quelques exemples 
Exemple 3. 6.4.1 

Soit f la fonction impaire 2it-periodique definie sur I’intervalle ]0, 27t] par 


f(x) 



0 si, x = 0, 

x) cos(x) si, 0 < x < IT. 


On represente la fonction f et la serie de Fourier associee f dans son developpement a I’ordre 
N = 20. 


/ \ 



V 


On observe une discontinuite de f (en 0) mais la serie de Fourier associee a f est continue. 


Exemple 3. 6.4. 2 

Soit fonction 2n- periodique definie sur ]0,27t] par 

f(x) = sinh(x) 
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f 



\ 


(couleurs : f :bleue ; Sf(N=4) :vert;Sf (N=20) :rouge) 

Sj=serie de Fourier associee 

On observe une grand discontinuite de f mais toutes les series de Fourier associees a f sont bien 
continues, (correspond a la proposition 6.4 dans le cours). De plus on voit que avec n tres grand, il 
y a encore un grand depassement entre f et les series de Fourier associees a f .On sait que toutes 
les fonctions periodiques sont developable en serie Fourier mais en realite on t.rouve que plus que la 
fonction est «non- general » (par exemple : un signal elect.rique de forme carre), plus qu’elle est difficile 
a developper en serie de Fourier. 


Exemple 3. 6 . 4. 3 Soit fonction 2i r- periodique et impaire definie sur]0,2n[ par 


/(*) 


0 

-(x — 7 r) 
2 v ' 


si, x = 0, 

Si, 0 < X < 7T. 


La serie de Fourier de f : f est impaire done tous les a n = 0. Par calcul direct ou avec Maple, on 

trouve a b n = . 

n 
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f 



\ 


(f :bleue, Sf(N=6) :rouge, Sf(N=12) :verte, Sf(N=18) :jaune) Encore une fois, on observe une 
discontinuity de f (en 0) mais la continuity des SF. En plus, on trouve bien que Sf(x = 0) = 0 et 
egale a la moitie de la somme de limite a gauche et limite a droit de f en 0. (theoreme de Dirichlet) 


3.6.5 Egalite de Parseval et inegalite de Bessel 


Theoreme 3.6.5 (Egalite de Parseval) 


2vr 


Soit fune fonction continue, periodique de periode T = — >0, dont la serie de Fourier 

tv 

associee converge normalement sur R, et a pour somme f, alors on a pour a reel quelconque : 


2 +00 /»/*_ \£ 


+oo 


f 2 (x)dx = 2^ 




OU 


0"n ibn , O-n T ib n „ 
c n = et C n = , 


Theoreme 3.6.6 (Inegalite de Bessel) 

27 r 

Soit f une fonction reelle de la variable reelle, periodique de periode T (T = — > Oj continues 

LO 

par morceaux et admettant un nombre fini de discontinuites de premiere espece developable en 
serie de Fourier, alors on a pour a reel quelconque : 

| +£(<*+*) s-T" A.* 

1 n = 1 7 71 Ja 

Cette inegalite a de nombreuses consequences pratiques. 


mharfaoui04@yahoo.fr 


62 


Elemnents sous droits d’auteur 






M.Harfaoui 


3.6. CONVERGENCE DES SERIES DE FOURIER 


Corollaire 3. 6. 5.1 

Les series a 2 et b 2 


convergent. 


Corollaire 3. 6. 5. 2 

Les coefficients de Fourier d’une fonction de P tendent vers 0 quand n tend vers I’infini. 


Remarque 3.6.2 

1. Si f est de periode 2n, on a : 


2 . 

3. 

4- 


2 +°° . .1 /* 2tt -1 rn 

■f + J2 ( a ™ + b n) = - / f 2 ( x )dx = - f(x)dx 
n = 1 V 

Si f est paire alors f 2 est paire et done — + > a 2 = — / f 2 (x)dx 

2 tl 77 

2 f n 

Si f impaire alors f 2 est paire et done > b 2 = f 2 {x)dx 

n=l * 

Nous admettrons que I’inegalite de Bessel Parseval est en fait une egalite pour toute fonction f 
periodique et de carre integrable 


Exemple 3. 6. 5.1 

Soit la fonction definie par : 


fix) = 


1 si, 0 < X < 7T, 

— 1 si, — 7T < X < 0. 


La serie de Fourier associee a f est 


4 sin(2fc + 1) 

7r 2k + 1 

k = o 


La formule de Parseval donne 


8 ^ 1 


= -ffi- I dx = 1. 


7 r 2 ^ (2A: + l) 2 27 t J 

k = 0 v J 


+oo 


Done — nr = — • On en deduit d'ailleurs une autre sommation 

Oh -4- 


fc =0 


(2k + l) 2 8 


+ OO J +OO J 


E^ = E 


n=l 


— ' (2n + l) 2 ^(2n) 2 ' 

=1 v 7 n = 1 v 7 


+oo 

+ E 


D’oii 


mharfaoui04@yahoo.fr 


63 


Elemnents sous droits d’auteur 



3.6. CONVERGENCE DES SERIES DE FOURIER 


M.Harfaoui 


ce qui donne 



n = 1 



\ 



r 

i 

\ _ / 

1 7 


r^7\ 

f ' - \ 
S t \ 

— IT 

y 

i 

i 

Jr * - lr' * 

7 

Jr * 

■S~,\ 

s u \ 

— ir 

w X ir 

w ' X 


V 


/ 


Exemple 3. 6. 5. 2 

Soit la fonction f(x) =| x \ sur [ — 7r, 7r] . La series de Fourier associee est : 


x 


La formule de Parseval donne 


7 r 
2 


4 

7T 


+oo 

E 


n= 1 


cos((2?r + l)x) 
(2n+ l) 2 


Done 


ou encore 


_2 Q +CXD />7T r 

7 T O ^ — a 1 1 / o 7T 

T + = ^ -C dx = ^ 

n = 0 


+oo ^ 


96 


+oo 

E 


n=l 


i 


(n) 4 


+ 0O 1 

^(2n+lj 4 

n=l v ' 


+oo 

+ E 


n=l 


1 7T 4 

(2n) 4 90 
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3.6. CONVERGENCE DES SERIES DE FOURIER 


Exemple 3. 6. 5. 3 

Soit f une fonction periodique de periode T = 2tt definie par 


f(x) = 


1, S7,‘£G]0,7t[ 

— 1, si;x G] — 7 r, 0[ 


/ etant une fonction impaire done a n = 0, pour tout n inN 

0, si n est pair 
4 

— , si n est impair 
rnr 

La serie de Fourier associee est 


b n == — [ xsin (nx)dx = — (1 — (— l) n ) = 
7T J 0 mr 


qi \ — 4 V'' s in(2n + l)x _ J 1, si; xG]0,7t[ 


IT 


Pour x = on a 


7 r z — ' 2 n + 1 

n= 0 


0, si ;x = 0 ou x = it 


7T 4^^-ir 

* 2 7T 2—* 2n + 1 

n = 0 


On tire 


+00 

£ 

n = 0 


(~l) n 

2n + 1 


7T 


Si on applique Vegalite de Parseval on aura 


2 
7 r 


+oo 


f{t)dt = 1 = 


16 


n = 0 


et l ’on tire done : 


+00 

£ 

72—0 


7T 2 (2 n + l) 2 


7T“ 


(2n + l) 2 8 


Exemple 3. 6. 5. 4 

Soit f :] — 7r, 7r] 


une fonction periodique de periode T = 2ir definie par f(x) = x. 


1. Les discontinues de f sont les points x/~ = (2k + 1)7 r, k G Z et sont de premiere espece car 
/(7T+) =7 t et f (tt~ ) = - 7 r. 

2. f est part.out derivable sauf aux points Xb- En ces points nous avons : 

lim f{x) ~ /W + 1 et lim + l 

X — 7 T a;— >7r+ X — 7 T 

/ verifie les conditions de Dirichlet, done developable en serie de Fourier, f est impaire done 

2 r . . , . (-l) n+1 


ao = a n = 0 et b n = b n = — / a: sin(nx)ct.T = 2- 

^ Jo 

+OO 


n 


et par suit 


I'l'in+l 

f(x) = 2 ^ — sin(n.T) 


72—1 


n 
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Exemple 3. 6. 5. 5 

Soit f :] — 7r, 7 r] — > M une fonction periodique de periode T = 2ir definie par f(x ) =| x |. 

1. On a | f(x) |< 7 r. 

2. est decroissante et continue et f[o^] est croissante et continue. 

En ces points nous avons : 

lim MNM = ! et li m MN W = ! 
x — >n x — 7 r a; — >77”*" x — 7 r 

/ verifie les conditions du theoreme de Jordan , done developable en serie de Fourier. De plus 
f est paire done : 
b n = 0 

2 r 2 

Clo = — / f(x)dx = — xdx = 7T 

^ Jo n Jo 

2 f n f 0) si n est pair (_;nn+i 

a n == — / xcos (nx)dx = < 4 2- et par suit 

7 T ./o | — — — 2 ’ n eS t n 


n.n * 


/W-5-E 


7r cos(2n + l)x 


2 ^ (2n + l) 2 

n=l x 7 


Puisque f est continue, la convergence est uniforme. 


Remarquons enfin que Vegalite /( 0) = 0 se traduit par : 

A +°° 1 

7T 4 v - 1 

2 “ 7T ^ (2n+ l) 2 
n=l v 7 

et par consequent 


7T 2 1 


E 


8 ^(2n+l) 2 ' 

n= 1 7 

Une des particularity des series de Fourier est le calcul des sommes de certaines series numeriques. 


Exemple 3. 6. 5. 6 

Developper en serie de Fourrier la fonction 2ir -periodique definie sur I’intervalle ] 0, 27r[ par : 


fix) = 


7 T — X si, 0 < X < 7 T, 


1 si, 7T < X < 27T. 

Solution 

1. On a | f(x) |< 7T. 

2. /[-jr,o] est decroissante et continue et /[ 0j7r ] est croissante et continue. En ces points nous avons : 

lim MxlFl = ! lim MxIFl = j 
X — >7T X — 7 T IE — >7r+ X — 7T 

/ verifie les conditions du theoreme de Jordan , done developable en serie de Fourier. De plus 
f est paire done : 
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b n = 0 

2 i n 2 r 

do = — / f(x)dx = — xdx = 7 r 


7T 


7 r 


a n == — / xcos (nx)dx = 

k Jo 

et par suite 


0, sz n est pair 

4 

sz n est impair 

Tr.n 2 


. 7 r ^cos(2n + l)x 

/W= 2~^ (2n+l)* 

n=l v 7 

Puisque f est continue, la convergence est uniforme. 
Remarquons enfin que Vegalite /( 0) = 0 se traduit par : 

A +°° 1 

7T 4 \ - 1 


7r (2 n + l) 2 

n=l 


et par consequent 


2 +°° 


1 

8 ^(2n+l) 2 

n= 1 v 7 

Une des particularity des series de Fourier est le calcul des sommes de certaines series numeriques. 
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CHAPITRE 


4 

Analyse complexe : Fonctions holomorphes 


4.1 Definitions et proprietes 

4.1.1 Definitions 


Definition 4.1.1 

On appelle fonction complexe d’une variable complexe toute application d’une partie de P de 
C dans C. 

On note : f : P — > C 

* - m 


Remarque 4.1.1 


Si on pose z = x + iy et P(x, y) et R(x, y) les parties reelles et imaginaires de f on pent ecrire 
alors f(z ) = P(x, y) + i.R(x, y). 


P(x,y ) 
R{x,y ) 


f(z) + f(z) 

2 .i 


P et Q sont deux fonctions de deux variables d’une partie de R * 2 dans R 2 . 
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4.1.2 Graphes de quelques fonctions complexes 
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4.1.3 Limite et continuity 
Definition 4.1.2 

Soit / : 12 —> C, et zq un point de 12. 

On dit que f tend vers l = l\ + i.l -2 en zq, et ecrit : lim f(z) = l, si : 

z—>z 0 

V 0 3 r] £ > 0 tel que : 

Ve > 0, 3p £ > 0 tel que : 

0 <| z — z 0 |< r/ e =>|| f(z) - l \< e (1) 

Remarque 4.1.2 

On rappelle que pour z = x + i.y le module de z est :\ z |= i Jx 2 + y 2 . 


Done Si on pose zo = xq + i-yo, l = h + id 2 et f = P + i-R, la relation (1) prend la forme : 

Ve > 0, 3y e > 0 tel que : 

0 < y/(x- x 0 ) 2 + (y- y 0 ) 2 < => V (P(x, y) - h) 2 + (Q(x, y) - h) 2 < e. (2) 


Done lim (Q{x, y) = l\ et lim Q(x, y) = I 2 
{x,y)->(x 0 ,yo) (x,y)^(x 0 ,yo) 

Et done : 


lim f(z) = l <3- 

Z— >zo 


lim (P(x, y) = l\ 

(x,y)^(x 0l yo) 

lim Q(x, y) = I 2 

( x >y)~*{ x o,yo) 


Definition 4.1.3 On dit que f est continue en zq, si f tend vers f(zo) lorsque z tend vers 

zo- 

Remarque 4.1.3 
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Theoreme 4.1.1 

Soit f = P+i.Q une fonction complexe d’une variable complexe definie surFl et zq = xo+i.yo G 
12, alors : f est continue en zq si et seulement si : P et Q sont continues en (xo,yo)- 


4.1.4 Fonction holomorphe 
Definition 4.1.4 

Soit f : 12 C C — > C, definie au voisinage V zo d’un point z o de 12. 
On dit que f est derivable ( au sens complexe ) en zq si le rapport : 

f(z) - f(zp ) 
z- z 0 

admet une limite finie lorsque z tend vers zq, appelee derivee . 

On note cette limite 

= lim DP 

z— >20 Z — Zq 




Remarque 4.1.4 

1. La division est possible dans C car C est un corps. 

2. Les regies de calcul des derivees au sens complexe sont identiques a celles des derivees des 
fonctions d’une variable reelle : linearite, derivee d’un produit, d’un quotient, d’une fonction 
composee. 


Definition 4.1.5 

On dit que f est holomorphe sur I’ouvert 12 si elle est derivable (au sens complexe) en tout 
point zo de 12. En particuher, on appelle fonction entiere une fonction holomorphe dans tout 
le plan complexe. 

Exemples 

1. Soit / la fonction definie par : f(z) = z * 1 2 

On a : lim DP1M = lim zA = l im ( 2 + 20 ) 

2 — > 2 0 Z ~ ZO 2 — > 2 0 Z — ZO 2 — > 2 0 

Pour z = x + i.y et zo = xq + i.yo on a : 

lim = lim (x + x 0 ) + i.(y + yo) = 2(x 0 ) + i.yo) = 2z 0 

2 > 2 0 (x,y)->(x 0 ,yo) 

Done / est holmomrphe en zo et f(zo) = 2zo 

2. Soit / la fonction definie par : f(z) = Re(z ) 


Pour z = x + i.y et zq = xo + i.yo on a 


lim 

2— >20 


f(z) - /(z 0 ) 
z- Zo 


Reiz ) — Re(zo) 
lim 

2— >20 z — Zo 


lim 

2— >2Q 


X — Xo 
Z- Zo' 


Or 
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y f(z) - f(z o) = r (x - x 0 ) 2 - i.(x - x 0 )(y - y 0 ) 

2™o z- z 0 (x,y)™xo,yo) ( x - x 0 ) 2 + (y - yo ) 2 

(On multiplie par le conjugue). 

La relation (3) prend la forme 

lim W ~ f ( Zo) = Jim (x-xp ) 2 . nm (x-xo)(y-y 0 ) 

z^zo z Zq (x,y)—>(x 0 ,y 0 ) (x - x 0 ) 2 + (y - yo ) 2 (x,y)^{xo,yo) ( x - x 0 ) 2 + (y - yo ) 2 

qui existe si et seulement si : 


ton ~ x ° )2 

(x,j/)-v(x 0 ,j/o) (x - xo ) 2 + (y- yo ) 2 

et 

lim (x-x 0 )(y-yo) 
(x,y)^(x 0 ,y o) (x - x 0 ) 2 + (y- yo ) 2 

existent. 

Os pour la direction y = yo 


lim 


(x - xq ) 2 


et pour x = xq 


(x,j/)-(x 0 ,i/o) (x - x 0 ) 2 + (y - yo ) 2 
lim (x — xo)(y — yo) 


= 1 


= 0 


(x,y)^(xo,yo) (x - X 0 ) 2 + (y ~ yo ) 2 
On trouve done deux limites differentes suivant deux directions differentes par suite 

(x-x 0 ) 2 . .. (x - xo)(y - yo) 


lim 


— i 


lim 


(x,y)^(xo,yo) (x - X 0 ) 2 + (y ~ yo ) 2 {x,y)->{x 0 ,y 0 ) (x - X 0 ) 2 + (y ~ yo ) 2 


n’existe pas. La fonction n’est done pas holomorphe sur C. 

3. Toute fonction polynome a coefficients complexes est holomorphe sur C. 

4. Toute fonction rationnelle a coefficients complexes est holomorphe sur le complementaire de 
1’ ensemble de ses poles. 


Remarque 4.1.5 

Pour le premier exemple si on pose : f = P + iQ on a P(x, y) = x 2 — y 2 et Q(x, y) = 2 xy et on 
remarque que P et Q sont differentiables et : 


dP _ dQ 
dx dy 

et 

dP _ dQ 
dy dx 

Par contre pour le deuxieme exemple si on pose : f = P + iQ on a P(x , y) = x et Q(x, y) = 0 et 
on remarque que P et Q sont differentiables et 
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dP dQ 
dx dy 

dP_ _ 
dy dx 

On a alors le theoreme suivant appele theoreme de Chauchy 


Theoreme 4.1.2 theoreme de Chauchy 

Soit f : 12 — » C, definie au voisinage V ZQ d’un point zq de 12, avec f = P + i.Q. Alors : 
f est homolorphe en zq si et seulement si : 




Demonstration 


dP 

dx 

dP 

dy 


dQ 

dy 

_dQ 

dx 


Soit / holomorphe en zq et f'(zo) 


a + i./3 = lim 

Z^ZQ 


f(z) - /(Zq) 
Z~ Z 0 


. En posant z + zq 


h on obtient 


f'(zo) = a + i-/3 = lim 

h^O 


f(z 0 + h) - f(z 0 ) 
h 


Done : f(zo + h) — f(zo = h.f'(zo) + e(h ) avec lim e(h) = 0. 

— >o 


f(zo + h) - f(z 0 = h.f'(z 0 )+ I h I (j^T £ (h)) = h.f'(z 0 )+ | h \ 6(h), (4) 

lim 9(h) = 0. 
h — >0 

La relation (4) s’ecrit 

f P(xq + hi,yo + h 2 ) - P(x 0 ,yo ) = ot-h\ - /3.h 2 + \ h \ Re(9(h)), lim Re(6(h )) = 0 

J /i— >0 

1 Q(xq + hi,y 0 + h 2 ) - Q(x 0 ,y 0 ) = a.h\ + (3.h 2 + \ h \ Im(9(h)), lim Im(9(h )) = 0 

v 0 

Ces deux expressions montrent la differeniabilite de P et Q et on a 


dP dQ 

a = zz~(xo,yo) = -z~(xo,yo) 

dx dy 

P= d ^ J ( x o,yo) = —^(x 0 ,y 0 ) 


Corollaire 4. 1.4.1 

Soit f : 12 C C — > C, holomorphe sur 12, avec f = P + i-Q telles que P et Q sont de classe C 2 
sur 12. Alors P et Q verifient l’ equation de Laplace 

f A P(x,y) = 0 
1 A Q(x,y) = 0 

Demonstration 
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f holomorphe 


Chapitre -4- Operations algebriques sur les fonctions holomorphes 


dP dQ 

-^(x,y) = -( X ,y) 

dP dQ 

^(X, S ) = -^(X, S ) 


On a 


d 2 P , , d 2 Q ( , 

W (X ’ y) = ^ (X,2/) 
o 2 p, ^ &Q , ^ 

-(z,y) = ~7rir( x ^y) 


d 2 x 


dydx 


Et d’apres le lemme de Schwartz on a : A P(x, y) = 0. 
On demontre de la meme fagon que : A Q(x, y) = 0. 


4.1.5 Operations algebriques sur les fonctions holomorphes 

4. 1.5.1 Sommes de deux fonctions holomorphes 


Theoreme 4.1.3 

Soient f et g deux fonctions definies sur un ouvert O, de C. 

Si f et g sont holomrphes en zo (sur fij alors la fonction somme, notee f + g definie par : 
(/ + g)(z) = f(z) + g{z) pour tout zgU, est holomorphe en zq (sur Q). 


4. 1.5. 2 Produit de deux fonctions holomorphes 
Theoreme 4.1.4 

Soient f et g deux fonctions definies sur un ouvert O, de C. 

Si f et g sont holomrphes en zq (sur Q) alors la fonction somme, notee f.g definie par : 
(f-g)(z) = f(z)-g(z) pour tout zGO, est holomorphe en zq (sur £l). 


4. 1.5. 3 Quotient de deux fonctions holomorphes 
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4. 1.6.1 Fonction exponentielle complexe 


Definition 4.1.6 

On appelle fonction exponentielle complexe la somme de la serie entiere ; — - z n , et on la 

+ 0O J 

note : exp(z) = e z = > — - z n . 

k=0 

Proprietes 

1. La fonction exponentielle est definie sur C. 

2. La fonction exponentielle est holomorphe en tout point de C, et e' z = e z . 

3. La fonction exponentielle est periodique de periode 2m. (e^+ 2l7r = e z e 2in ). 

4. La fonction exponentielle n’est pas bijective. (car elle est periodique). 

Theoreme 4.1.6 

La fonction exponentielle est bijective de A a = {z£ C/a < arg(z) < a + 2i r} dans C \ D a = 
{z G C/z = re ia ,r > 0} 

Demonstration 

Soit Z G C \ D a . Cherchons z G A a tel que : e z = Z ce qui est equivaut a dire que : 


D’ou 


f | e 2 |=| Z | 

\ arg(e z ) = arg(Z) + dki r, k G Z 


f lZe(e z ) =| Z | f fte(z) = io 5 | Z | 

\ Z(z) = arg(Z) + dkir, k G Z ^ \ T(^) = arg(Z) + dkir, k G Z 


On doit avoir done a < Z(z) < a + 2-7T 
'rg(Z) + 2ki 
a — arg(Z) 


n , „ a-arg(Z) , a — arg(Z) 

mais a < arg(Z) + 2/c7t < a + 27t < k < h 1 


il faut que 


Z . 


2vr 


27T 27T 

n’appartienne pas a Z, e’est-a-dire que arg(Z) / 2mr + a pour tout n de 


4. 1.6. 2 Determination du logarithme 


Definition 4.1.7 

On appelle determination du logarithme, qu’on note log a (z), la la fonction reciproque de la 
fonction exponentielle definie de A a dans C \D a . 

On a : \/z G C \D a 

log a (z) = log a ( | z\) + iarg(z) 

avec arg(z) g]ck, a + 27r[. 
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Remarque 4.1.6 

Si a = tt log n coincide avec le logarithme reel sur ]0,+oo[. 

Proposition 4.1.1 

La fonction : log a est est continue et holmorphe sur C \D a , et on a : 

l °g' a ( z ) = \ 


4. 1.6. 3 Continuite 

Soit a £ C \ D a . On a : 

log a (z) = log a (| z \) + iarg(z) avec arg(z) G]o,a + 27r[. Pour z = x + iy, x = rcos{9) et y = rsin{6) 
on a : log a {z) = log a (^x 2 + y 2 ) + iarg{arctan{—) 
d’ou la continuite. 

4. 1.6. 4 Holomorphie 


Si on pose u = log a (z) et b 


log a (a) alors z = e u et a = e b et on a : 


lira M - M = lim “ - 6 


z — a 


u^b e u — e 


1 

a 


4.1.7 Series de Laurent 

En analyse complexe, la serie de Laurent (aussi appelee developpement de Laurent) d’une fonction 
holomorphe / est une maniere de representer / au voisinage d’une singularity, ou plus generalement, 
autour d’un ”trou” de son domaine de definition. On represente / comrne somrne d’une serie de 
puissances (positives et negatives) de la variable complexe. 

Une fonction / d’une variable complexe est holomorphe si elle presente une regularity superieure 
a la continuite. On peut directement supposer / developable en series entieres au voisinage de chaque 
point de son domaine de definition. Autrement dit, au voisinage d’un point a ou / est definie, on peut 
ecrire f(z) sous la forme : 

OO 

/ 0) = ^2a n (z - a) n . 

n = 0 

On a fait apparaitre une serie entiere en a, qui est la serie de Taylor de / en a. Les series de Laurent 
peuvent etre vues comrne une extension pour decrire / autour d’un point ou elle n’est pas (a priori) 
definie. On inclut les puissances negatives ; une serie de Laurent se presentera done sous la forme : 

OO 

/0) = a n(z-a) n . 

n =— oo 

Les series de Laurent furent nommees ainsi apres leur publication par Pierre Alphonse Laurent en 
1843. Karl Weierstrass les decouvrit le premier rnais il ne publia pas sa decouverte. 

Le plus souvent, les auteurs d’analyse complexe presentent les series de Laurent pour les fonctions 
holomorphes definies sur des couronnes, e’est-a-dire des ouverts du plan complexe delimitees par deux 
cercles concentriques. Mais elles permettent de mieux comprendre le comportement d’une fonction 
holomorphe autour d’une singularity. 
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Si / une fonction holomorphe tend vers l’infini ou cesse d’etre holomorphe dans une region, on 
peut neanmoins sauver la serie entiere, a condition d’admettre aussi des puissances negatives. 

Une couronne centree en a est un ouvert du plan complexe C delimite par au plus deux cercles de 
centre a. En general, une couronne est delimitee par deux cercles de rayons respectifs r < R, on la 
note C(a,r,R) = {r <\ z — a \< R}. Plusieurs cas degeneres peuvent toutefois etre envisages : 

1. Si R vaut l’infini, la couronne consideree est le complement aire du disque ferme de centre a et 
de rayon r ; 

2. Si r vaut 0, la couronne correspond au disque ouvert de centre a et de rayon R, prive de a. On 
parle aussi dans ce cas de disque epointe ; 

3. Si r vaut 0 et R l’infini, alors la couronne est le plan complexe prive du point a. 


Definition 4.1.8 (Serie de Laurent) 

Soit a n .z n une serie entiere de rayon de convergence R. On considere une serie a- n .z~ n 
de rayon de convergence — avec (R < R). 

Soit z tel que R <\ z |< R alors les series ' s ^a n .z n et ^+_ n .z _n sont convergentes en 
meme temps et la serie 


y~]q n .z n + 


est convergente pour tout z tel que R <\ z \< R. 

Cette serie est dite serie de Laurent sur la couronne C(0; R] R) elle est notee 

71=+ OO 

^ ~^a n .z n et sa somme est a n .z n 

nGZ n=— oo 

Autrement dit : Une serie de Laurent est la somme S d’une serie entiere en z et une serie 

1 

entiere en - : 
z 

1 +oo +oo 1 +oo 

S(z) = A(z) + B(-) = J2 a n-z n + E = E C ^ U 

n= 0 n=0 0 

avec c n = a n si n > 0, cq = ao + bo et c n = b_ n si n < 0. 


Remarque 4.1.7 

Cette extension a ete presentee par P. A. Laurent (1813-1854, ingenieur de Varme) a Cauchy, qui 
en a parle a VAcademie (citation : L’extension de M. Laurent... nous parit digne de remarque), mais 
qui ne l 'a pas trouve digne de publication. 

4.1.8 Developpement de Laurent 

Soit C(a, r, R) = {r <| z — a |< R}. 


Definition 4.1.9 

Soit f une fonction analatytique. f est dite developpable en serie de Laurent en a sur la 
couronne C(a,r,R ) = {r <| z — a |< R} C U si la fonction z — * /(a + z) coincide avec la 
somme d’une serie de Laurent sur C(0,r,R). 
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Proposition 4.1.2 

Toute fonction developable en serie de Laurent dans une couronne est holomorphe sur cette 
couronne. 


Theoreme 4.1.7 

Pour toute fonction holomorphe f sur la couronne C(a, r, R ) centree en a, il existe une unique 
suite (a n ) ne z Qui depend seulement de f telle que : 

OO 

f{z) = a n(z-a) n , 

n=— OO 

ou la serie de fonctions converge normalement sur tout compact de la couronne C(a,r,R). 
De plus, les coefficients an sont donnes par : 

_ _ * 1 f f( z )dz 
n 2iri 7 7 (z - a) n+1 

oil 7 est le parametrage d’un cercle de centre a trace dans la couronne. 

Exemple 

Une fonction rationnelle est holomorphe en dehors de ses poles. On exprime la serie de Laurent 
d’une fonction rationnelle F en un pole a, en calculant la serie de Taylor de (z — a) n F(z ) avec n 
suffisamment grand. Par exemple, on trouve la serie de Laurent en j (racine troisieme de l’unite) : 


1 

1 + z + z 2 



E 

n>— 1 


( z ~ j) 

y/3 


n 


En effet, j et j 2 3 sont les racines du polynome 1 + Z + Z 2 . On est done en mesure d’ecrire, avec 
V= z-j : 


1 


1 


1 


1 


E 


1 + z + z 2 y y + V 3 y\^3 n>0 \^3 


-y 


Ce genre de techniques se generalise en algebre pour developper des fractions rationnelles en serie 
de Laurent formelle (ou serie meromorphe formelle). Ce type de developpement peut en effet etre 
adapte sur tout anneau. 


4. 1.8.1 Application des series de Laurent 


Une des applications des series de Laurent est la caracterisation des points singuliers : si / est 
holomorphe dans un ouvert C(zo, r , R), sauf en z o, et si est la serie de Laurent de / en zq . alors : 

1. a n = 0 pour tout n < 0 si, et seulement si, zq est une singularite supprimable (eliminable) 
pour /. 

2. a_ m est non nul, mais cn est nul si n < —m : zq est alors un pole de /, de multiplicity m. 

3. a n = 0 est non nul pour une infinite de n negatifs : zq est alors un point singulier essentiel. 
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4.2. INTEGRALES COMPLEXES 

4.2 Integrates complexes 

4.2.1 primitive d’une fonction 


Definition 4.2.1 


Soit 


f : n C C -*• C 

* -*■ f ( z ) 

Pour tout z de PI F'(z ) 


On dit que f admet une primitive F sur Pi si : 
= /(*)• 


Remarque 4.2.1 La fonction primitive est holomorphe. 


4.2.2 Integrates complexes 

Question. Comment definir une integrate complexe : ff* f(z)dz ? si le point z passe de zo a z\ le 
long d’une courbe arbitraire 7. 


Definition 4.2.2 

Un chemin sur C est par definition un couple ([a, b], ip) ou 
: [a, 6] — > C 

t — > ip(t) = <pi(t) + itp 2 (t) 

On note 7 le support de ce chemin ('y = cj>([a, b\) ). 

On dit que le chemin est de classe C k si est de classe C k . fi(a) et fi{b) sont les extremites 
du chemin. 

Si 4 >(a) = fi(b) le chemin est appele : lacet. 


Definition 4.2.3 

Soit 7 le support d’un chemin de classe C 1 par morceaux ([a, b],ip) et soit 


f : C -► C 

« - m 


On appelle integrate complexe de f le long de 7 le nombre, note / f(z)dz,defini par : 


f(x)dx = / f(ip(t))ip'(t)dt 


ou (p'(t) = y'fit) + iip'fit) 


Proposition 4.2.1 

Pour toute fonction f et toute courbe 7 on a : 



f(z)dz 



f(z)dz 
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Definition 4.2.4 



La longueur d’une 

courbe 7 definie par ([a, b\, tp), 

avec ip = (pi + ip >2 est definie par 


L( 7 ) = f dz = 

f | <p'(t) dt 


J 

a 


Remarque 4.2.2 


/ f(z)dz |< max I f(z) \ L( 7 ) 

J- y+ 2S7 


Remarque 4.2.3 

Si on pose f(z ) = P(x,y) + iQ(x,y) on aura 


/ f{z)dz = / <p(t)ip'(t)dt 

J 7 J a 

= [ (P(vi(t),V2(t)) + iQ(<pi(t),<p2(t)))(ipi(t) + i(p' 2 (t))dt 

b J a b 

= [ ((Po(p){t)tp[(t) - (Qo<p)(tV 2 (t))df + i f ((Qotp)(t)ip[(t) + (Poip)(t)ip' 2 (t))dt 


D 'oil 


/ f(z)dz = uj + i uj 
J •7 J7 t / / Y 


'7 17 7 

Ou lo etuJ sont les formes differentielles definies par 

u> = P(x, y)dx - Q(x, y)dy 
u = Q(x, y)dx + P(x, y)dy 


Proposition 4.2.2 

Soit f une fonction complexe definie dans un secteur du demi plan superieur telle que : 
lim f(z) = 0. Alors 

i[->+ao 

lim f f{z)e iz dz = 0. 

R^+oo j 7 + 

ou est I’arc de centre O et de rayon R contenue dans le secteur. 


Exemple 4. 2. 2.1 


Calcul de 


xdy + ydx 


Y + x 2 + y 2 


et et 


" —ydx + xdy 
Y + x 2 + y 2 


Soit V integrate 


7 + = d + D(0,r). 


Si on pose z = re ie alors : 




rie 


iO 


re 


iO 


d6 = 2in 


( 5 ) 
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D ’ autre part pour z = s + iy on a : f(z) 

Done 


— I — 

x + iy 


x — iy 
x 2 + y 2 


P{x,y) + iQ(x,y) 


M.Harfaoui 


r dz 

v+ 2 


r ' xdy + ydx 
y + x 2 + y 2 


En comparant les relations (5) et (6) on aura : 


xdy + ydx 
Y + x 2 + y 2 


= 0 et 


—ydx + xdy 
Y + x 2 + y 2 


= 2v r. 


+ i 


" —ydx + xdy 
Y + x 2 + y 2 


Exemple 4. 2. 2. 2 


Calcul de 


sin(x ) 


Soit I’integrale 


— dz, 7 + est le demi-cercle superieur. 

z 


( 6 ) 


M 


Considerons T le chemin oriente dans le sens 
positif : r+ = 7 + + [-R, e] + [e, R] + 7 f. 



La fonction f est holomorphe a I’interieur de F done / — dz = 0. 

J 7 + ^ 

ix rR gix r ^ iz 

— dz = / — dz + + I — dx + / — dx + / — dz 


f e lz [ e l * [ 

/ — dz = / — dz + + / 

J r+ ^ .y 7 + 2 J_ 

/ £ p ix rR p ix 

—dx+ / — 

.R X J e X 


-R X 


'7i 


r R 


Done / — dx + / — dx = — — dz + / — dz 77 2 i 


sin(x) 


'it z 


dx = — — dz + 

.L+ z 


p iz 

—dz 


’it Z 


Pour R tendant vers Vinfini et tendant vers 0, le premier membre tend vers 2 i / 0 + °° sin ^ dx Le 
premier terme du deuxieme membre tend vers 0. 


Et 


-dz = in. Done 


h t z 


'0 


+ °° sin(x) , 7r 

dx = — 

x 2 
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Chapitre-4- Formule integrale de Cauchy 


Lemme 4.2.1 

Soit 7 I’arc de cercle de centre a € C, de rayon R et d’ angle 6 et soit f une fonction continue 
sur 7 . 


Si | z — a || /(z) | tend vers zero lorsque R tend vers l’infini(resp. vers 0) alors 
vers zero lorsque R tend vers l’infini(resp. vers 0). 


J f(z)dz tend 


Exemple 4. 2. 3.1 Soit f la fonction definie par : f(z) = 


z 2 + 1 


Soit l ’ arc de cercle de centre O et de rayon R > 1 et d 'angle 9 = 


7 r situe dans le demi plan superieur. 



On a 
ji , 


z 


■■\z\\f(z) 1= 
1 l>l 1- 


R 


Z II f(z) \< 


z 2 + 1 
2 ||, done 
R 


et 


, 1 - R 2 | 

R — > +oo done d’apres le lemme 

lim R ^ +00 / + i dz = 0 


0 lorsque 
de Jordan : 


4.2.4 Formule integrale de Cauchy 


Definition 4.2.5 

On dit qu’un domaine D 
subsetC est etoile s’il existe 

un centre c de D tel que ! 


Vz G Die segment[c, z\ C D 


Theoreme 4.2.1 

Soit D un ouvert etoile de C et 7 une courbe fermee parcourant la frontiere dD de D dans le 
sens positif et soit f une fonction holomorphe sur D et continue sur D. Alors pour tout z G D 
on a : 

z) = j- / RA iu 
J Q+ D(a,r) ^ ^ 

Demonstration 
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On prouve que Vz £ 7+ = d + D(a, r ) : 

f m 


V+ u — z 


-du = 2 mf(z). 


Si on pose g(z ) = 


f(u) 


u — z 


M.Harfaoui 


Soit alors g est holomorphe a l’interieur de 
D(a, R) sauf en u = z. On doit oter ce point 
chirurgicalement. Soit alors le domaine D* = 
D(a, R) \ [zo, z] (zq etant la projection de z sur 
la frontiere deDa partir du centre de l’etoile) ; 
ce domaine est etoile pour le centre. 



Considerons 7 le chemin oriente dans le sens positif : 
7 = 7i + 72 + 73 + 74- 


Alors 


m 


du = 0 


/ r + u — z 


77 


/ g{u)du + / g(u)du + / g(u)du+ / g{u)du = 0 

nt Ar At 'it 


Lorsque e tend vers 0 on a : 


J l2 

Done 


g(u)du + / g{u)du = 0 
•''it 


or 


g{u)du = / g{u)du 


r f( u ) 1 
77 f + -du = 


/(«) 


7 i u — z 


du 


Os 


u — z 


o / + AArfa = f M. 
7 « - 2 ./ 7 +(2, e ) « - ^ 


du 


Or 

ou 


/(“) 


du = 


[ /(*) 

l"/+(z,£) U — Z 


7+(j z,e) u z 

f(z 

7 +(z,e) U — Z 

Si on pose u — z = e.e™ on aura : 


du + 


[ —————du = 7(7) / + 

Jy+(z,s) u ~ z J^+U-Z 


f f ( u ) - f( z ) 

J'Y+tZjS) U — Z 

f f(u) - f(z) 

l'y + (z,e) U — Z 


du 


du 
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/O) / — - ~du = f( z ) I 

J'y+(z,£) HZ Jo 


2n iee id 


ee 


iO 


du = 2m 


Done 


mais 


f ^ - du = 2mf(z) + [ 

«/7+(2:,£) ^ % J , y 


/(«) - /(-) 


du 


7+(z,e) 


U — Z 


linn, 


£ — >0 


f(u) - f(z) 


du = 0 


h+(z,£) 


u — z 


D ou le resultat. 

1 

Integrale particulierement importante f(z) = 


La fonction / est holomorphe partout sauf en 
0 . Integrons le long d’un cercle 7 + de centre O 
et de rayon R. 



On pose z = Re ld done dz = Rie l6 dd done : 


dz 


V+ 2 


r 2i r 


iO 


Rie 

Re ie 


d66 = 2m 


On trouve dans le cas general sur un arc de cercle 7 + d’angle delimite par 6\ et 62 : 

f dz f 27r Rie id 


v+ % 


Re ie 


d66 = iO 2 — 6\ 


Exercice 4.2.1 

Calculer les integrates suivantes : 


1- limpi-^+sQ 


L 


z-2 


dz et limn^ +00 


2z - 1 


-dz 


ou 7 est le cercle de centre o et de rayon 1. 
f sh(z) 

J y+ {z 2 + l)(z+ 3 )' 
ou 7 est le perimetre du rectangle limite par x = —1, y = 0, x = 2 et y = 2. 


2-limR _ 


•+00 


-dz 
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Corollaire 4. 2. 4.1 

Soit 12 un domaine etoile de C et D(a, r) un disque fermee contenu dans 12 et soit f une 
fonction holomorphe sur 12. Alors pour tout z G D(a,r ) on a; 


/<">(*) = 


fiv) 


2 ^ 71 " J g+ D(a,r) z) n +^ 


du 


4.2.5 Inegalite de Cauchy 


Theoreme 4.2.2 

Soit D un ouvert etoile de C et 7 une courbe fermee parcourant la frontiere dD de D dans le 
sens positif et soit f une fonction holomorphe sur D et continue sur D. Supposons qu’il existe 
un reel M tel que pour tout £ G dD \ /(£) |< M. Alors pour tout z G D 

oil r est la plus petite distance du point z au bord dD, de D. 


4.2.6 Points singuliers d’une fonction d’une variable complexe 


Definition 4.2.6 


Soit 


On dit que zq est un point singulier si f n’est pas holomorphe en zq 


f : 12 C C ->• C 

* -*• f ( z ) 

, et qu’il est singulier isole s’il existe un disque D(zo,r)subsetQ tel que soit holomorphe sur 
D(zo,r) sauf en zq 


4.2.7 Poles d’une fonction d’une variable complexe 


Definition 4.2.7 

On dit su’un point singulier zq est un pole d’ordre k pour f si f(z) 
fonction holomorphe au voisinage de zO et g(zo) / 0. 

Exemples 

1- f(z) = - admet pour pole simple 0. 

2- f(z) = : admet pour pole simple i. 


3 - f(z) 

4 - f(z) 


z + 1 
z 2 + 1 


admet pour poles simples i et 


7 777 admet pour pole double i . 

( z-i y 


—i. 


g(z) 

(z - Z 0 ) k ’ 


avec g une 
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4.3 Theoreme des residus 


4.3. THEOREME DES RESIDUS 


4.3.1 Les residus : Definitions et theoremes 

residu [re-zi-du] n.m (du lat. residus, qui est de reste). Ce qui reste 
Le theoreme des residus generalise le theoreme de Cauchy aux fonctions ayant des singularities 
isolees a l’interieur du chemin d’integration. 

Soit / :!lcC->C une fonction holomorphe dans un disque D(zo,r), a l’exception du point zq 
qu’on appelle singularite isolee. 

On peut appliquer la serie de Laurent au disque epointe 

D*(z 0 , r) = {z6C;0<|z-z o |< r} = D(z 0 , r) \ {z 0 } 

/ s’ecrit done sous la forme : f(z ) = - ou g est une fonction holomorphe au voisinage de zq 

z - z 0 

te g(z 0 ) + 0. 

g est developable en serie entiere au voisinage de zq et on a : 


et 


+oo 

g{z) = ^2a n (z ~ z 0 ) n 

k = 0 


fc -1 




+ a k + ^2 a i( z ~ z oY- 

i=k -\- 1 


Et soit h(z) = (z — zo)f(z) 


Definition 4.3.1 

On appelle residu de f en zq , qu’on note Res(f,zo), le coefficient de 
developpement de Laurent. Done 

Res(f,z 0 ) = a- 1 = 7 ^— J f(s)ds 

7 est un lacet contournant la singularite. 

(i.e. Res(f,zo) est la seule chose qui reste apres integration) 


dans le 


z - z 0 


Calcul pratique d’un residu 

Soit / :llcC->C. 

* Si la fonction admet un pole simple zq. 

On a f(z ) = done : 

z- z 0 


Res(f, zq) = lim h(z) 

z—>zo 
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Cas particulier 

C- f( \ P(z) 

Sl = TfTT 

Q(z) 

P(z 0 ) / 0 et Q(z 0 ) ^ 0 


P(z) 


Res(f , z 0 ) = lim (z - z 0 )f(z) = lim (z - zq)- 

z—>z 0 z — >zq Q(z) 

_ v , _ , P(z) _ P(zo) 

Z Z0> Q(z) - Q(zp) Q'{zo) 
z - ZQ 

* Si la fonction admet un pole double en zq. 


Res(f,z 0 ) = ^(z 0 ) 

* Si la fonction admet un pole d’ordre k en zo- 

1 d^ k ~^h 

**<'’*>= (£31 

4.3.2 Theoremes des residus et applications 


Theoreme 4.3.1 Theoremes des residus 
Soit 17 un ouvert etoile de C et z\,Z 2 ,---,z n des poles d’une fonction f holomorphe sur 17 et 
soit 7 + un lacet entourant les poles z\,Z 2 ,---,z n , alors : 


f{z)dz = ^ ~^Res(f,Zi ) 


1=1 


Exemple 
1. Calculer I = 


dz 


y + z 2 (z - 1) 


, ou 7 = {z € C :| z |= i}. 


La fonction a integrer admet un seul pole double a l’interieur de 7 , c’est 0. 
r dz 

Done / —ft. = 2iiT.Res(f, 0) 

J 1+ z 2 (z - 1) 

dz 1 

On a f(z) = —77 r et h(z) = z 2 f(z) = - et comme f est une fonction rationnelle on a : 

’ z 2 (z-l) w JK J z J 

Res(f,0) = = _1 


D’ou I = 

2. Calculer / = 


dz 


7 + z 2 (z - 1) 
e z dz 


= —2iir 


L 


z - 2 


, oil 7 = {z E C :| z |= 1}. 


/ est holomrphe dans D{0, 1) done I = / 

J’ 7-t 


e z dz 
z - 2 


= 0 
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e*dz 

2z — 1 


3. Calculer I = 


4. Calculer I = 


, ou 7 = {z G C :| z | = 1}. 


dz 


(z 4 + l)E + 3) 


, ou ou 7 est le cercle de centre O et de rayon R > 1. 


Les racines de z 4 + 1 sont Zk = e 
seuls,^i et Z 2 , sont entourees par 7 . 


(2k + 1)7T 

4 , k=0, 1 ,2,3. Et / adrnet quatre poles simples dont 


Done I = 


dz 


J 1+ ( z 4 + 1 )(z + 3) 

/ est une fonction rationnelle done : 

— 37T 

fes(/,2l) = lfet = c? = i e ’ 4 e * 

fl “ (/ ' zl, = 7M = 47 = L X ' 

. T f dz s/2 

Par suite 1 = — — , — r = — 7r. 

J 1+ (z 4 + l)(z + 3) 2 

Remarque 4.3.1 

Etude du comportement de Lintegrale : I = 


= Res(f, Zi) + Res(f, z 2 ). 


dz 


J 1+ (z 4 + l)(z + 3) 

4.3.3 Calcul d’integrales par la methode des residus 

II y a plusieurs situations pour calculer une integrales par la methode des residus. On peut citer 
quatre situations : 


4.3.3. 1 Premiere situation 


/ = 


p2tt 

/ /(sin(t), cos(t))dt, f n’a pas de pole sur le cercle unite. 

Jo 


1 , 1 , 


1 , 1 , 


On pose z = e lt ; done dz = izdt, cos (t) = -(z H — ) et sin(t) = — (z ).Calculons 


2 i z' 


I = 


[ 1 El. 1 dz 


done / — 2i-K N /?es{ — /[ — ( , — )]} 

x iz Jl 2i y 2 z ’ 2z 

La sornrne etant etendue aux poles contenus dans le disque unite. 


r-2dr 


Exemple : I = 


dt 


I o 2 + sin (t) 

4. 3. 3. 2 Deuxieme situation 


E 


r‘2ir 


I = / f(x)dx , / est une fonction rationnelle n’a sans pole sur le cercle unite 

Jo 
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